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Введение. Синтез структуры иерархиче-

ских автоматизированных систем управле-
ния (АСУ) является первоначальным, очень 
сложным и ответственным этапом. 

В настоящее время синтез их структуры 
выполняется [5]: 

– при использовании агрегативно-
декомпозиционного подхода, включающего 
последовательную декомпозицию выпол-
няемых системой целей, функций и задач 
путем агрегирования (объединения) элемен-
тов на соответствующем уровне детализации 
для генерирования вариантов построения 
системы на основе выбранных критериев 
эффективности; 

– путем параметризации исходной зада-
чи по размерности вектора управляющих пе-
ременных для отдельных элементов, которые 
входят в состав сложного объекта. Критерий 
оптимальности параметризированной задачи 
экспоненциально зависит от ее размерности 
и включает коэффициенты, учитывающие 
сложность алгоритмов оптимизации различ-
ных уровней системы управления; 

– с представлением системы в виде гра-
фа сигналов.  
© Лисяной Г.В., 2011 

В основе методологического решения 
данной задачи лежит идея после- 
довательного расширения структуры систе-
мы путем присоединения к заданной струк-
туре дополняющейся части, придающей сис-
теме требуемые свойства; 

– на основе эвристических правил, когда 
названные структуры нередко приводятся к 
структурно-порочным системам. 

Из анализа литературных источников 
[1,3,4,6] установлено, что методы формиро-
вания структуры иерархических систем 
управления промышленными производства-
ми заключаются в исчерпывающем задании 
элементов, которые входят в проектируемую 
систему, на основе эвристических правил и 
последующих доводок, требующих огром-
ных временных и денежных затрат. Из этого 
следует необходимость учета в иерархиче-
ских системах управления собственной 
структуры каждого элемента и отыскания 
средств их формализованного представле-
ния, а также решения проблемы формализо-
ванного автоматизированного синтеза струк-
туры системы управления. 

Постановка задачи. Разработать фор-
мализованный метод автоматизированного 
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синтеза структуры и свойств многоуровне-
вых систем управления, основанный на ис-
пользовании теоретико-множественных кон-
струкций и агрегативно-декомпозиционного 
подхода.  

Используемый подход позволяет пре-
дельно обобщенно подойти к проблеме опи-
сания сложных систем, к которым относятся 
иерархические системы управления про-
мышленными производствами. 

Основная часть. Каждая подсистема 
иерархической системы управления характе-
ризуется определенным набором входных и 
выходных переменных и оператором преоб-
разования входных переменных в выходные. 
Поэтому любую подсистему можно предста-
вить в виде следующего упорядоченного 
множества: 

ñá= Ф,H,L,Z,G,W,R,F,Y,X,TS ,      (1) 
где T –  множество моментов времени,  в ко-
торые наблюдается система; X – множество 
входных управляющих сигналов; Y,  F,  R  и 
W – множества соответственно исходных 
сигналов, возмущающих, информационно-
управляющих, информационных сигналов; 
G – множество сигнал-операторов управле-
ния; Z – множество состояний системы; 
L, H – множества операторов-переходов, со-
ответственно описывающих механизм фор-
мирования исходных сигналов и отобра-
жающих механизм изменения системы; 
Ф – функционал показателей качества сис-
темы. 

Обозначим в многоуровневой системе 
управления соответствующую подсистему 
как Sij, где n,i 1=  – номер уровня; m,j 1=  – 
номер соответствующей подсистемы в i-м 
уровне; n – число уровней в системе, m – 
число подсистем на i-м уровне. 

Тогда можно записать, что 
i,iijij YCX 1-= ;  i,iijij YDW 1+= ;  i,iijij YBR = , 

где: Сі , Dij, Bij – операторы соответствено-
управляющих связей, информационных, ин-
формационно-управляющих связей. 

Наряду с частными показателями эффек-
тивности отдельных подсистем существуют 
показатели всей системы, которыми количе-
ственно оценивают степень достижения це-
ли. 

В общем случае система оценивается по 
векторному показателю: 

{ }nÔÔÔÔ ,...,, 21= , 
где Фi, i=1,2, …, n – показатели эффективно-
сти подсистем. 

Эти показатели могут быть использованы 
на стадии синтеза структуры иерархической 
системы, при этом основу предлагаемого 
формализованного метода автоматизирован-
ного синтеза иерархической структуры АСУ 
составляет агрегативно-декомпозиционный 
подход, который включает два этапа:  

–  последовательную декомпозицию вы-
полняемых системой целей, функций, задач;  

– агрегирование (объединение) элемен-
тов подсистем на соответствующем уровне 
детализации для генерирования вариантов 
построения системы на основе выбранных 
критериев эффективности. 

Декомпозиция системы может быть 
осуществлена в соответствии с делением це-
ли управления [1,4]. На основе того, что цель 
управления может быть достигнута после 
решения целого комплекса задач можно раз-
делить систему на функционально закончен-
ные части, которые отвечают вполне опреде-
ленным задачам, в результате чего строится 
иерархия задач управления.  

Проведя декомпозицию глобальной за-
дачи, исходя из физического содержания за-
дачи и сложившихся традиций проектирова-
ния данного типа систем, получим иерархию 
задач управления. Формально каждая подза-
дача решается отдельной подсистемой. 

Иерархическую систему управления 
производством можно представить в виде 
графа ( )E,SG , где S – множество вершин, 
которые представляют собой подзадачи 
управления глобальной задачи; Е – множест-
во дуг, которые характеризуют связи между 
задачами. 

Введем показатели эффективности всей 
системы: 

норма управляемости U;  
функция сложности решения глобальной 

задачи К. 
Для решения задачи по выбору опти-

мальной структуры иерархии сложной сис-
темы и формализации выбора числа уровней 
предположим, что G1 – структура с макси-
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мально возможным числом подзадач управ-
ления (вершин графа G1), имеющая иерархи-
ческую структуру.  

Определим преобразование графа G1 в 
граф G2 как агрегирование задач управления, 
которые находятся на одной горизонтали и 
подчинены одной подсистеме. Также осуще-
ствляется преобразование G2 ® G3 и т.д., в 
результате чего получаем Г(G) – множество 
вариантов структуры графа G. 

Задача выбора оптимального варианта 
структуры Gopt заключается в нахождении 
такой структуры G, которая обеспечивает 
оптимум показателей U и К, т.е. относится к 
многокритериальной задаче определения 
структуры иерархической системы, обеспе-
чивающей ( )GoptФ , где Ф = {U,K}. 

Результатом решения задачи является 
структура системы с оптимальным числом 
уровней иерархии. 

Представим иерархическую систему (1) 
как систему, состоящую из n-уровней: 

nj;n,...,,i
ij,ij,i,i,ZiXiU
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yjW ,      (2) 

где Xi – множество состояний i-го уровня 
(X – множество состояний системы является 
декартовым произведением множеств: 

Õ
=

=
n

i
iXX

1

); Zi – множество возможных управ-

лений i-м уровнем; Wi – множество внешних 
воздействий на i-й уровень; jij(x) – множест-
во состояний j-го уровня, которые удовле-
творяют требованиям i-го уровня, находяще-
гося в состоянии xÎXi. В частности множест-
во φi будем называть собственной целью i-го 
уровня, отвечающей его состоянию х. Если 
φij(х) = Хj, то это будет означать инвариант-
ность состояний х i-го уровня к состояниям 
j-го уровня (отсутствие целеуказаний); 
yij(x) – множество допустимых управлений 
на j-м уровне, определяющих состояние x 
уровня Ui. Отсутствие ограничений на 
управляемость j-м уровнем со стороны уров-
ня Ui, находящегося в состоянии х, выража-
ется равенством: yij(x) = Zj. 

Отображения φi и ψі определяют при-
оритетность уровней (2). Действительно, при 
определении значения ji(x) (соответственно 
yi(x)) (х=(х1,x2, ..., хn)) в первую очередь учи-

тываются элементы множества j1i(x1), потом 
j2i(x2) и т.д. до jni(xn) (соответственно y1i(x1), 
y2i(x2), ..., yni(xn)).  

Сохраняя принятую индексацию, будем 
считать, что уровень Uk является вышестоя-
щим по отношению к U'k, если ( )kk UUkk ¢>¢< . 

Следовательно, можно говорить об  
упорядоченном множестве уровней (2) 
системы U 

nU,...UU >>> 21 , 
взаимосвязь которых, как сверху вниз, так и 
снизу вверх характеризуется функциями jij и 
ψij (і,j=1,2,…,n) и не ограничивается при 
этом взаимодействиями между соседними 
уровнями. 

Состояние х системы U будем называть 
идеальным (или решением системы), если х 
является неподвижной точкой многозначно-
го отображения j, т.е. xÎφ(х). Если множе-
ство неподвижных точек отображения j не 
пустое (Fixj≠0), то система U является раз-
решимой. 

Иерархическая система потенциально 
управляема в состоянии x, если существует 
такое управление zÎy(x), что z(x)Îy(z(x)), и 
полностью управляема в состоянии x, если 
"wÎW $zÎy(x), то z(w(x)) - неподвижная 
точка отображения j. В общем виде под 
управлением иерархической системы следу-
ет понимать конечную последовательность 
управлений z1,z2,…,zp, которая переводит со-
стояние x системы в состояние xp, таким об-
разом, что 

( ) ( ) ( )p,...,,i,xxz,xxz iii 32111 === - . 
Тогда множеством управлений системы 

является множество конечных последова-
тельностей Z* над Z. Если ввести в рассмот-
рение функцию f:Z®R множества Z во мно-
жество действительных чисел, то можно го-
ворить, например, о «стоимости» управления 
и решать задачу об оптимальном управлении 
в иерархических системах.  

Для разрешимости системы U необхо-
димо, чтобы Fixj11≠0. Действительно, если 
x=(x1,x2,…,xn) – неподвижная точка отобра-
жения j, то x1Îj1(x).  

В силу определения j1: 
( ) ( ) 0111 ¹xx jj I ,  ( ) ( )xx 111 jj Í , 

следовательно, x1Îj11(x1). 
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Пусть Х1,Х2,...,Хn являются непустыми 
компактными выпуклыми множествами в 
банаховых пространствах х1,х2,...,хn. Тогда 
для того чтобы иерархическая система (1) 
была решаемой, достаточно, чтобы отобра-
жения jki(1£i, k£n) были замкнутыми и вы-
пуклыми. 

Действительно при этих условиях мно-
жество состояний X иерархической системы 
является компактным выпуклым множест-
вом в банаховом пространстве  

Õ
=

=
n

i
ixx

1 . 
В силу определения отображений 

jj(j=1,2,…,n) для всех xÎX отображение jj(x) 
не пустое и для каждого j  

( ) ( )I
k

i
xijxk j

1
:

=
=$ jj . 

Поэтому для всех j отображение jj(x) 
является замкнутым и выпуклым как непус-
тое пересечение выпуклых множеств. Тогда 
отображение  

I
k

j
j

1=
= jj  

будет удовлетворять условиям замкнутости 
и компактности, и по теореме Какутани о 
неподвижных точках имеем Fixj≠0. 

Функциональная структура системы G 
может быть представлена в виде [2] 

{ } ( ) ijjiii pSSpSG ,,,,= ,
ji;m,j;m,i ¹== 11 , 

где {Si} – множество функциональных под-
систем, или элементов системы, ориентиро-
ванных на выполнение i-й функции, струк-
тура которых считается определенной и не 
подлежит дальнейшему разбиению средст-
вами используемого метода декомпозиции в 
границах данного исследования; pi – количе-
ственные характеристики i-й подсистемы, 
такие как: производительность, интенсив-
ность и др.; (Si,Sj) – связи между i-й и j-й (i¹j) 
подсистемами, установленные для реализа-
ции i-й функции; pij – количественные харак-
теристики связей, например, пропуская спо-
собность, протяженность и др. 

Важным методологическим моментом 
является тезис о том, что система функций 
определяет структуру, а не наоборот: 

{ } ( )lkijijii S,S,SGF =® , iijij GGf Ì® . 
Таким образом, цель, сформированная 

во внешней среде на основе выделенной про-
блемы определяет макрофункцию системы, 
которая, в свою очередь, позволяет, в рамках 
существующей структуры, выделить под-
множество системообразующих связей, при-
нимающих непосредственное участие в вы-
полнении цели. 

Обозначим: 
Sij – системообразующий элемент j-го 

уровня, принимающий участие в реализации 
i-й функции; (Sij, Slk)=Ri – системообразую-
щая связь.  

Понятие структурной системообразую-
щей компоненты G 

{ } ( ) jiS,S,SG jii ¹= ,  или  { } ii R,SG =  
является актуальным, поскольку анализиру-
ется существующая функциональная систе-
ма. Если реализовалась бы задача синтеза, то 
проектировалась бы система, все элементы и 
связи которой являлись бы системообра-
зующими. Выделение в функциональной 
структуре системообразующей компоненты 
позволяет далее проводить процесс анализа, 
ориентируясь на систему конкретного целе-
вого назначения. 

Реализация функций в системе происхо-
дит путем «вложения» функциональной мно-
гослойной иерархии Ф = {Fi} в многоуров-
невую структуру G, а получение искомых 
решений обеспечивается решением системы 
задач. 

Определим сущность задачи D выраже-
нием: 

З,,X,Z,f,YD W= ,                  (3) 
где Y – допустимое множество решений; 
f – алгоритм выбора критерия; Z – критерий 
выбора; X – множество параметров; 
W – множество неопределенностей; З – алго-
ритм сокращения неопределенности. 

Выражение (3) можно записать в виде  
( )( )WЗ,XfextrY:D opt = ,  

где YYopt Î . 
Множество параметров X связано с 

функционированием системы, а множество 
неопределенностей W – с влиянием случай-
ных факторов, воздействующих в условиях 
развивающихся положительных и негатив-
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ных тенденций. 
Уточнение сущности и состава задач 

возможно после соответствующей класси-
фикации задач, например, при выделении 
глобальной задачи, задач координации, задач 
управления – как в иерархической системе 
управления. При этом устанавливается соот-
ветствие между задачами и реализующими 
их компонентами системы: пусть D – гло-
бальная задача, Dg – задачи координации; 
DM – задачи управления; DP – технологиче-
ские задачи, тогда: 

4321 GD,GD,GD,GD pM ®®®® g , 
причем 

U
4

1

=

=

=
i

i
i GG . 

Сокращение множества неопределенно-
стей, связанного с решением задачи, обеспе-
чивается учетом внешних и внутренних фак-
торов, определяющих изменение состояния 
системы: 

UUXTT: ®´´´´ Wj ,         (4) 
где T, X, и W  – множества соответственно 
моментов времени, параметров системы и 
неопределенностей; U – множество состоя-
ний системы; j – переходная функция со-
стояния. 

Выражение (4) можно записать в виде 
( ) ( ) ( ) ( )( ) tttWttj >--= t,u,t,tx,,ttU . 

Таким образом, дескриптивная модель 
системы S может быть получена в результате 
идентификации системы в виде 

YjW ,,G,U,Y,,X,D,F,Ф,P,ЦS = ,   (5) 
где Ц, P и D – множества соответственно це-
лей, проблем и задач; F – система функций; 
Ф – макрофункция системы; X – множество 
входных воздействий; W, Y и U – множества 
соответственно неопределенностей, выходов 
и состояний; G – структура системы; 
j – функция состояния; y – функция выхода. 

Диагностика поведения системы, таким 
образом, предполагает: 

– определение полного набора факторов 
W, влияющих на состояние системы, уста-
новление степени их значимости и опреде-
ление наиболее существенных (факторный 
анализ); 

– определение вида зависимости j. 
Заметим, что задача идентификации в 

формальной постановке требует определения 

состояния системы по данным о поведении 
системы в прошлом. 

При синтезе структуры многоуровневой 
системы управления важно исходить из по-
нятия системы S как подмножества декарто-
вого произведения некоторого семейства 
множеств: 

{ } Õ
=

ÌÎ
Ii

ii VSIi|V , 

где I – множество индексов с учетом суще-
ствования глобальной реакции системы 

ÕÕ
ÎÎ

®´
21 Ij

j
Ii

i VVX:R , 

где III =21 U  и Æ=21 II I ; X – некоторое аб-
страктное множество, называемое множест-
вом состояний. 

Множество возможных управлений Z и 
множество внешних воздействий W являются 
множествами отображений: 

XX:Z   Zz ®Î" , 
.XX:   ®Î" WWw  

причем 

Õ
=

=
n

i
iZZ

1

,   Õ
=

=
n

i
i

1

WW , 

так что 
( ) ( ) ( ) ( )( )nn xz,...,xz,xzxz 2211= , 
( ) ( ) ( ) ( )( )nn x,...,x,xx wwww 2211=  

для всех  x = (x1,x2,…,xn) Î X,   
где ziÎZi : Xi ®Xi, wiÎWi : Xi ®Xi.  

Будем полагать, что множества Zi и Wi 
содержат элемент L такой, что L(х)=х для 
всех xÎXi и для  i = 1,2, ..., n 

( ) ( ),ZPX:,XPX: ®® yj  
где Р(×) – совокупность всех непустых под-
множеств множества n; j и y – диагональ-
ные произведения 

i

n

i
i

n

i
, yyjj DD

==

==
11

 отображе-

ний, 
( ) ( )
( ) .

,...,2,1
,:,:

ni
ZPXXPX iiii

=
®y®j

 

Для каждого х=(х1,х2,...,хп) имеем: 

( ) ( ) ( ) ( ),xx,x x
n

i
i

n

i
i ÕÕ

==

==
11

yyjj  

где ji(х) определяются значениями многоза-
дачных отображений: 

( ) ( )n,...,,k,XPX: ikki 21=®j , 

как первое непустое множество в последова-
тельности 

11 A...AA nn ÍÍÍ -
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( ) ( )n,...,,m,xA
m

k
kkim 21

1

==
=
Ij . 

Аналогично yi(x) – первое непустое пе-
ресечение ( )I

m

k
kkim xB

1=

= y  в последовательности: 

.B...BB nn 11 ÍÍÍ -
 

Заключение. В данной статье предло-
жен формализованный метод автоматизиро-
ванного синтеза структуры и свойств иерар-
хических систем управления, который по-
зволяет предельно обобщенно подойти к 
проблеме описания сложных систем, и дает 
возможность наделять полученные конст-
рукции конкретными математическими 
структурами, что способствует детальному 
их изучению. 
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