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ДЛЯ ОПТИМАЛЬНОЙ СТАБИЛИЗАЦИИ ПОДВИЖНЫХ ОБЪЕКТОВ 

Аннотация. Сформированы прямые условия оптимальности при построении желаемых фазовых траек-
торий морских подвижных объектов с максимальным быстродействием или минимумом затрат энергии. По-
лучила развитие процедура синтеза управляющих функций, которые реализуются с помощью специальных пе-
реключаемых структур цепей обратных связей. Приведены результаты моделирования.  
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СИСТЕМИ ЗІ ЗМІННОЮ СТРУКТУРОЮ ЗВОРОТНИХ ЗВ'ЯЗКІВ ДЛЯ ОПТИМАЛЬНОЇ 
СТАБІЛІЗАЦІЇ РУХОМИХ ОБ'ЄКТІВ 

Анотація. Сформовано прямі умови оптимальності при побудові бажаних фазових траєкторій рухомих 
об'єктів з максимальною швидкодією або мінімумом витрат енергії. Розвинено процедуру синтезу керуючих 
функцій, які реалізуються за допомогою спеціальних перемикальних структур ланцюгів зворотних зв'язків. На-
ведено результати моделювання. 
Y. P. Kondratenko, ScD, 
V. L. Timchenko, PhD 
SYSTEMS WITH VARIABLE STRUCTURE FEEDBACK FOR OPTIMAL STABILIZATION OF 

MOVING OBJECTS 
 Abstract. Direct optimality conditions in the construction of the desired phase trajectories of movable objects 

with a maximum speed or minimum cost of energy are formed. Procedure for the synthesis of control functions has been 
developed and that are implemented with the structures of special switching bodies feedback loops. The simulation 
results has been presented. 

Введение. Актуальность задачи опти-
мальной стабилизации подвижных (инерци-
онных) объектов различных типов обуслов-
лена необходимостью, с одной стороны, ми-
нимальных расходов энергии управления в 
нормальных (штатных) режимах функцио-
нирования объектов, а с другой, -- макси-
мального быстродействия в экстремальных 
условиях при обеспечении высоких требова-
ний к точности стабилизации. К данному 
классу задач относится стабилизация мор-
ских судов в открытом море на заданном 
курсе в условиях воздействия морского вол-
нения, течения и ветра с минимальными за-
тратами энергии, а такжеи стабилизация 
судна в ограниченных акваториях (каналах, 
проливах и т.п.), когда приоритетными яв-
ляются требования максимального быстро-
действия в условиях необходимости обеспе-
чения заданной безопасной траектории при 
действии экстремальных возмущений.  

Задачи стабилизации подвижных объек-
тов при движении по заданной траектории 
предполагает создание эффективных, физи-
чески реализуемых прикладных алгоритмов 
управления и требует применения дуального 
подхода к оптимальному управлению в ус-
ловиях неполной определенности [4]. Для 
© Тимченко В.Л., Кондратенко Ю.П., 2011 

подобных алгоритмов фундаментальным и 
постоянно развивающимся элементом явля-
ется управление с обратными связями 
[1,5,11], в том числе системы с переменной 
структурой [2]. Однако, например, примене-
ние при управлении в условиях неопреде-
ленности систем с переменной структурой 
для создания скользящих режимов [2] требу-
ет повышенных расходов энергии и частых 
переключений, что может приводить к зна-
чительному снижению работоспособности, 
для органов управления судна. При решении 
задач оптимального управления основной и 
принципиальной трудностью при использо-
вании классических методов синтеза являет-
ся необходимость решения краевых задач 
для синтеза программного управления и 
матричных уравнений Риккати при построе-
нии оптимальных линейных регуляторов для 
многомерных динамических объектов. Фор-
мирование критериев оптимальности на ос-
нове квадратичных критериев оптимально-
сти предполагает формализацию матриц ве-
совых коэффициентов,  что не всегда может 
быть сделано корректно или требует выпол-
нения дополнительных процедур вычисле-
ний [5].  

Постановка задачи. В настоящей статье 
ставится задача формирования условий оп-
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тимальности движения многомерных под-
вижных объектов, которые не предполагают 
использования квадратичных. Достаточно 
условных критериев оптимальности стаби-
лизации подвижных объектов, а также раз-
вития на основе условий оптимальности 
процедуры синтеза управляющих функций, 
обеспечивающих движение по данным тра-
екториям стабилизации. 

Предлагаемый подход базируется на ис-
пользовании обратных связей с переменной 
структурой [8,9], которые позволяют решать 
практические задачи построения оптималь-
ных траекторий для разных критериев опти-
мальности и вида граничных условий. При 
этом движение по отрезкам оптимальной 
траектории обеспечивается управляющими 
функциями в цепях обратной связи, которые 
имеют возможность переключения для пере-
хода с текущего отрезка траектории на за-
данный отрезок.  

Планирование траектории перехода объ-
екта для заданных условий оптимальности и 
граничных условий заключается в определе-
нии необходимого количества отрезков тра-
ектории с постоянными значениями соответ-
ствующих производных фазовых перемен-
ных, а также моментов времени переключе-
ния управляющих функций в цепях обрат-
ных связей при переходе c начального отрез-
ка на заданный отрезок траектории.  

Переключение управляющих функций 
изменяет структурную конфигурацию об-
ратных связей и позволяет решить задачу 
обеспечения необходимого порядка произ-
водной фазовой переменной с соответст-
вующим позитивным или негативным посто-
янным значением.  

Формирование условий оптимально-
сти стабилизации подвижных объектов. 
Для формирования условий оптимальности 
траекторий на основе оценки затрат кинети-
ческой энергии в горизонтальной плоскости 
и равных граничных условиях рассмотрим 
процесс стабилизации динамического объек-
та по двум возможным траекториям, которые 
описываются следующими уравнениями 
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где X(0), X(T1) = X(T2) – векторы начальных 
и конечных координат состояния; T1, T2 -
 время движения по каждой из траекторий; 
s > r -   порядок высших производных векто-
ра координат состояния. 

Изменение кинетической энергии дина-
мического объекта для первой траектории 
будет иметь вид 
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где М – матрица масс и моментов инерции 
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Чтобы оценить энергию, необходимую 
для перехода объекта управления из началь-
ного состояния в заданное конечное состоя-
ние, по траектории (1) получим с учетом 
представления квадратичной формы 
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Предположим, 0 21 >D-D=D EEE . 
Можно показать, что для доказательства 
данного утверждения при условии 0)0( >ix , 
а также принятия без сужения для рассмот-
рения s = r +1 достаточно рассмотреть по-
ложительность выражений вида 

)];()([ 21 TxmTxm iikiik && -
)];()([ 21 TxmTxm kikkik && -

)]()()()([ 2211 TxTxmTxTxm kiikkiik &&&& -  
или, что тождественно, вида  

0)]()([ 21 >- TxTx ii && , 0)]()([ 21 >- TxTx kk && . 
Тогда, например для i – й координаты 

объекта, запишем 
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В то же время из условия xi(T1) = xi(T2)  
следует, что 
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Si < 0, что возможно при T1 < T2.  Таким об-
разом, траектория (1) описывает движение с 
большим быстродействием по сравнению с 
траекторией (2). 

Получив из уравнения (4) промежуточ-
ную сумму Si, подставляем ее в (3) и имеем 
для условия ED  > 0 следующее выражение 
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Далее с учетом T2 > T1 запишем 
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а также принятия для траекторий исследуе-
мых динамических объектов условия 
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получаем выполнение неравенства (3). 
Работа при движении динамического 

объекта (при отсутствии внешних возмуще-
ний) по траекториям вида (1) и (2), опреде-
ляемая изменением кинетической энергии, 
соответственно 1ED  и 2ED , создается управ-
ляющими и демпфирующими (аэрогидроди-
намического сопротивления) силами. Для 
оценки энергетических потерь, обусловлен-
ных силами демпфирования, введем дисси-
пативную функцию Релея [10] 
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где А – матрица коэффициентов демпфиро-
вания.  

Сравнительный анализ диссипативных 
функций демпфирования для траекторий (1) 
и (2), проведенный аналогично рассмотрен-
ному анализу общих затрат кинетической 
энергии, показывает выполнение условия 

))(())(( 21 TDTD XX && >  для 0)]()([ 21 >- TxTx ii && , 
0)]()([ 21 >- TxTx kk && , что при выполнении не-

равенства (3) означает для первой траекто-
рии сравнительно большие затраты энергии 
на управляющее воздействие.  

Приведенные исследования позволяют 
сделать обобщенный вывод относительно 
прямых условий оптимальности для практи-
ческого построения траекторий динамиче-
ского объекта при позитивных значениях 
производных вектора координат состояния. 
Траектория вида (1) для заданных граничных 
условий будет оптимальной по быстродейст-
вию при движении с максимально возмож-
ным количеством возможных максимальных 
значений производных вектора координат 
состояния, с учетом ограничений на управ-
ляющее воздействие: T = min ® Xopt(t) Î X(t) 
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а также с учетом ограничений на управляю-
щее воздействие  
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Для траектории с минимумом затрачен-
ной энергии условия оптимально-
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Переключение управляющих функций 
обеспечивает требуемый порядок производ-
ных вектора координат состояния с соответ-
ствующим положительным или отрицатель-
ным постоянным значением. Синтез управ-
ляющих функций будет состоять в опреде-
лении управляющих воздействий в цепях 
обратных связей объекта управления, при 
которых на определенных заданных отрезках 
траектории выполняются условия постоян-
ства соответствующих производных вектора 
координат состояния X(t).  

Синтез систем переменной структуры 
обратных связей для оптимальной стаби-
лизации подвижных объектов. Запишем 
систему уравнений, описывающих динамику 
многомерного объекта управления в вектор-
но-матричной форме 

)()()( ttt BUAXX +=& ,               (5) 
где X(t) – вектор координат состояния раз-
мерностью n×1; А, В – матрицы коэффици-
ентов n×n; U(t) - вектор управляющих функ-
ций n×1. 

Для класса подвижных объектов можно 
считать, что компоненты вектора X(t) непре-
рывны и дифференцированы (n-1) раз, а 
компоненты вектора U(t) – кусочно-
непрерывны и кусочно-дифференцированы 
(возможны разрывы в точках переключения). 

После дифференцирования уравнения (5) 
и применения преобразования Лапласа при 
второй нулевой производной координаты 
состояния запишем для вектора управляю-
щих функций с учетом начального значения 
U0 и векторно-матричных преобразований 
[7] 
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где p – комплексная переменная преобразо-
вания Лапласа; E – единичная матрица; 

0U  – вектор начальных значений управляю-
щей функции. 

Для третьей нулевой производной с уче-
том начального значения U0, получим выра-
жение вектора управляющих функций 
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Для общего случая нулевой производной 
вектора фазовых координат k -  го порядка  в 
результате соответствующих векторно-
матричных преобразований вектор управ-
ляющих функций  
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 начальный вектор управляющей функции. 
Необходимые начальные значения 

управляющих функций для обеспечения 
движения динамического объекта с задан-
ными начальными условиями получим из 
следующих соотношений: 
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Необходимо отметить для выражений (6-
8), что с учетом существования обратной 
матрицы 11 )( -- + k

kp AE  возникает требова-
ние к существованию обратной матрицы В 
для корректного применения систем с пере-
менной структурой обратных связей к синте-
зу управляющих функций для линеаризован-
ных многомерных систем, описывающих 
динамику динамического объекта.  

Таким образом, реализация управляю-
щих функций вида (6-8) позволяет обеспечи-
вать движение объекта вида (5) по отрезкам 
траектории вида (1,2) с нулевыми значения-
ми соответствующих производных вектора 
координат состояния. 

Моделирование процесса стабилиза-
ции. Рассмотрим моделирование стабилиза-
ции угла курса судна, управляемого пером 
руля (без учета динамики рулевого привода) 
и описываемого «укороченными» уравне-
ниями в форме Номото [7]  



Кондратенко Ю. П. Опубликовано в журнале Электротехнические и компьютерные системы  № 2 (78), 2011               35-41 
Автоматизированные  электромеханические системы 

 39 

   
),()(

);()()()(
tt

tftbtat
wy

aww
=

++=
&

&
,    (10) 

где α – угол перекладки руля; f – приведен-
ная сила внешнего возмущения; ψ – угол 
курса; ω – угловая скорость; а = - 0.0592; 
b = 0.00505 – приведенные коэффициенты 
модели судна. 

На рис.1 изображена структурная схема 
системы стабилизации судна (10) с перемен-
ной структурой обратных связей при движе-
нии по отрезкам оптимальных траекторий 
вида (1,2) с управляющими функциям, полу-
ченными на основе уравнений (6-8). Первый 
ключ К1 переключает соответствующие ка-

налы управления, второй К2 – начальные 
значения управляющих функции вида (9) в 
моменты переключения tki, tkj, определяемые 
путем решения системы алгебраических 
уравнений отрезков траектории стабилиза-
ции судна на заданном курсе.  

Воздействие морского волнения на судно 
задавалось с помощью формирующего 
фильтра [6] для высоты волны h3% = 2 м, на 
вход которого поступает гауссов белый шум 
единичной интенсивности, и соответствую-
щего редукционного коэффициента, рассчи-
танного для частоты максимума спектра 
волнения. 

 
 

 

 
 

Рис.1. Структурная схема моделирования системы стабилизации судна на заданном курсе 



Кондратенко Ю. П. Опубликовано в журнале Электротехнические и компьютерные системы  № 2 (78), 2011               35-41 
Автоматизированные  электромеханические системы 

 40 

 

 
а                                                                            б 

 
в                                                                             г 

Рис.2. Зависимости угла курса (а), угловой скорости (б), а также фазовая траектория (в)  
и траектория судна в неподвижной системе координат (г) при стабилизации относительно 

угла курса 12° с ограничением на угол перекладки руля (|αmax|=35°=0,61рад.):  
оптимизированным ПИД-регулятором (кривые 1); системой с переменной структурой  

обратных связей (кривые 2) 
 

Результаты моделирования процессов стаби-
лизации судна на заданном курсе с помощью 
традиционного ПИД-регулятора и системы с 
переменной структурой обратных связей 
(рис.2,3) демонстрируют, что с помощью  
последней системы достигается заданное со-
стояние за  время  переходного процесса 
Т = 40 с со значительно меньшими затратами 
энергии Е: 0,65 против  14,9  (в приведенных 
единицах).При этом ПИД-регулятор не по-
зволяет достичь заданного состояния объек-
та управления за требуемое время с необхо-
димой точностью:  ошибка по углу курса со-
ставляет 12.7% (рис.2.а). 

Представленные  на  рис.3  изменения 
управляющих воздействий показывают для 
системы с переменной структурой отсутст-
вие максимальных значений перекладок ру-
ля, что положительно влияет на работоспо-
собность рулевого устройства[7] .  

 
Рис.3. Зависимости угла перекладки  
руля судна для оптимизированного  

ПИД-регулятора (кривая 1) и системы  
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с переменной структурой обратных связей 
(кривая 2) 

 
Выводы. В статье определены прямые 

условия оптимальности движения много-
мерных объектов управления при требовани-
ях минимума расхода энергии или макси-
мального быстродействия переходного про-
цесса. Процедура синтеза управляющих 
функций для многомерных динамических 
систем, сформированная на основе систем с 
переменной структурой обратных связей,  
позволяет решать задачи оптимизации про-
цессов стабилизации для прямых условий 
оптимальности. Приведенные примеры мо-
делирования процесса стабилизации судна 
на заданном курсе демонстрируют эффек-
тивность предложенного подхода по расходу 
энергии и ошибке управления при сравни-
тельном анализе с традиционными управ-
ляющими устройствами. 
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