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Аннотация. В статье разработана адаптивная цифровая модель электромагнитных цепей. 

Особенностью данной модели является то, что она по своему виду совмещает в себе несколько ме-

тодов интегрирования системы дифференциальных уравнений. Комбинируя их, можно достичь мак-

симальной корректности вычислений по энергетическим составляющим в процессе моделирования.  
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Введение 

При исследовании энергоемких электротех-

нических устройств (вторичних источников пи-

тания, статических преобразователей, генерато-

ров импульсных токов и т.д.) будет уместным 

использовать матричные методы, позволяющие 

выделять накопление и расход энергии на от-

дельных различного рода элементах электромаг-

нитных цепей (ЭМЦ). Это позволит упростить 

разработку экономичных и эффективных элек-

тротехнических устройств. 

В работах [8, 9] предложено ЭМЦ представ-

лять топологически-изоморфной матрицей сле-

дующего вида: 

ro

crc

A   A
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где блоки матрицы – это матрицы инциденций:  

cA  – заходов ветвей графа емкостной части 

электронной схемы; 

oA  – исходов ветвей графа емкостной части 

электронной схемы;  

crA  – здесь резистивные ветви инцидентны 

с емкостными;  

rA  – здесь резистивные ветви не инцидент-

ны с емкостными. 

В работе [18] предложено использовать ма-

тематическое описание ЭМЦ в форме Коши, ко-

торое разрешено относительно производных 

магнитных потоков   и электрических потенци-

алов на конденсаторах cV : 
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где LHRF m
t
mmm  ; 

m  - матрица инциденций магнитной части схе-

мы; 

mR  - диагональная матрица магнитных сопро-

тивлений; 

L  - матрица длин магнитопроводов; 

H  - вектор-столбец магнитной напряженности 

в стержнях; 

W  - матрица витковых зацеплений [8]; 

C  - матрица емкостей электрической части 

схемы; 

Y  - матрица проводимостей электрической ча-

сти схемы; 

E  - вектор-столбец электродвижущих сил 

(ЭДС). 

Как показывают результаты моделирования, 

 

mRCY ,,

математическая модель ЭМЦ (1)-(2) хорошо себя 

повела  при  расчете  трансформаторной  схемы

[18].  Однако  в  общем  случае  могут  возникать  

проблемы, связанные с жесткостью уравнений и, 

в  связи  с  этим,  с  контролем  вычислительного 

процесса.  Это  крайне  важно,  если  целью  иссле- 
дования  ЭМЦ  явлеется  энергетика.  Одним  из 

путей решения данного вопроса может быть раз- 
работка метрологического аппарата. 

 Данная  статья  является  продолжением  ста- 
тей, представленных в 11 и 20 выпусках научно- 

технического  журнала  «Электротехнические  и 

компьютерные системы» [8,18]. 

 1. Проблема жесткости 

 В  общем  случае  составляющие  параметров 

 электротехнических  устройств  могут 

сильно отличаться друг от друга. Это приводит к 

жесткости  систем дифференциальных  уравне- 
ний. Понятие жестких уравнений впервые введе- 
но в 1952 году К. Куртисом и Д. Хиршфельдером 

[1].  Особенностью  таких  систем  является  необ- 
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ходимость уменьшения шага интегрирования 

при использовании классических методов Эйле-

ра, Рунге-Кутта, Адамса и др.: 

..спh  ,                               (3) 

где h - шаг интегрирования; 

 abсп  .. - пограничный слой [15]; 

  ba,  - отрезок наблюдения (может соответ-

ствовать периоду основной гармоники исследуе-

мого процесса).  

Выполнение условия (3) позволяет отобра-

зить высокочастотные составляющие, являющи-

еся следствием протекания физических процес-

сов в цепях заряда с малыми постоянными вре-

мени и в высокочастотных колебательных кон-

турах. Однако значение 

..сп

T
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где T - период основной гармонической состав-

ляющей исследуемого процесса, может оказаться 

таким, что использование стандартных методов 

будет непригодным из-за большой длительности 

расчета. В данном случае полезными оказывают-

ся обратные методы численного интегрирования: 

обратный метод Эйлера [20], метод трапеций, 

формулы дифференцирования назад (ФДН) [3] и 

др. Эти методы хороши тем, что в зависимости 

от шага численного интегрирования получаем 

соответствующую "детализацию" физического 

процесса, при этом устойчивость вычислитель-

ного процесса не нарушается. 

Известно, что погрешности явного и неявно-

го методов близки по модулю и пропорциональ-

ны 2h , но различны по знаку [19]. Поэтому, со-

четая эти методы, можно получить хорошее при-

ближение. Это достигается расчетом производ-

ных векторов состояния относительно различных 

точек внутри интервала интегрирования [7]. 

 Если на шаге интегрирования выполнить 

линейную аппроксимацию, то приращения   и  

V  можно определить, разрешая систему алгеб-

раических уравнений. Покажем это на примере. 

Пусть 






V
X , 

тогда 

CEBXXA  ,                      (4) 

где CBA ,,  - квадратные матрицы; 

      EX ,     - вектор-столбцы. 

Запишем систему (4) в следующем виде: 

 CEBXAX 1   .                 (5) 

Приращение на шаге интегрирования отно-

 сительно различных точек внутри интервала 
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Разрешаем систему (6) относительно X : 
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Представим производные (1) – (2) внутри 

интервала: 
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Если выполнить операции аналогично (5) –

(7) на системой (8) – (9), можно получить: 
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Относительно   и V  система (10) мо-

жет быть решена любым численным методом. 

Варьируя значением z , можем менять методы 

численного интегрирования, например: 

а) при z  - явный метод Эйлера; 

б) при 1z   - обратный метод Эйлера; 

в) при 2z   - метод трапеций и др. 

Параметр z  может принимать также любое 

z

нецелочисленное значение. 

 Квадратная  матрица  в  системе  (10)  может 

быть плохо обусловленной в одном случае, когда 

в  схеме  имеются  емкости  с  "висящими" узлами. 

Это  может  встретиться  при  исследовании  цепей 

по  частям.  В  этом  случае  рекомендуется  зашун- 
тировать  "висящие"  емкости  резисторами  одним 

из  приведенных  способов  (см.рис.1). Вариант 

(рис.1,б) является  предпочтительным,  так  как 

требует меньшее число дополнительных элемен- 
тов. 

 Итак,  разработана  управляемая  цифровая 

модель  ЭМЦ (10), удовлетворяющая  требовани- 
ям  устойчивости  в  условиях  жесткости  систем 

дифференциальных  уравнений.  Очевидно,  что 

потребуется  определить  критерий  оптимизации 

численного  решения,  позволяющий управлять 

вычислительным процессом посредством . 
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 Рис.1.  Способы  улучшения  обусловлен- 
 ности  матрицы  (10)  шунтированием  ре- 
 зисторами "висящих" емкостей 

 2.  Источники  накопления  ошибок  при 

 расчете  энергетики  на  цифровых  вычис- 
 лительных машинах (ЦВМ)

 В процессе анализа энергетики преобразова- 
тельных  устройств  конечные  результаты  в  той 

или  иной мере  подвержены  влиянию  ошибок. 

Во-первых,  это  ошибки,  связанные  с  численным 

моделированием  физических  процессов.  Во- 

вторых  - ошибки,  являющиеся  следствием  не- 
точности  численного  метрологического  аппара- 
та. 

 Оценка погрешностей как одна из основных 

проблем численного анализа выполнена в работе 

[16].  Погрешности  численных  моделей  можно 

разделить на четыре группы:

 а) неустранимые погрешности решения, свя- 
занные с неточностью исходных данных [5];

 б) устранимые погрешности, обусловленные 

неточностью начальных условий;

 в) методические  погрешности  формул  чис- 
ленного интегрирования [21];

 г) вычислительные  погрешности,  связанные 

с особенностями ЭВМ. 
 Среди  них  ("а",  "б"  и  "г")  не  являются  объ- 

ектами численной оптимизации, хотя в ряде слу- 
чаев  можено  избежать  нежелательных  послед- 
ствий  алгоритмизацией  некоторых  вычислитель- 
ных  процедур.  Они  полностью  определяются 

структурой  ЭВМ  и  классом  точности  измери- 
тельных устройств. Ошибки ("а", "б" и "г") в об- 
щем случае могут повлиять на устойчивость вы- 
числительного процесса. 

 Методические  ошибки  формул  численного 

интегрирования  присутствуют  всегда  и  их  коли- 
чественная  оценка  определяется  собственно  ме- 
тодом.  Можно показать, как  при  моделировании 

идеального колебательного контура методом Эй- 
лера  в  классической  форме  постоянно  накапли- 

34

вается ошибка в определении суммарной энер-

гии. Действительно, алгоритм вычисления имеет 

вид [9]: 
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откуда следует, что энергия, запасенная в конту- 
ре в начале шага интегрирования:

 , 

а в конце шага приобретает значение:

 , 

что  дает  приращение  на  одном шаге  интегриро- 
вания:

 . 

 Таким  образом,  "накачка"  энергии  в  контур 

происходит  в  геометрической  прогрессии  со- 
гласно уравнению:

 . 

 По теореме Далквиста [21] наиболее точным 

и устойчивым методом порядка 2 является метод 
трапеций.  Этот  метод  также  позволяет  свести  к 

минимуму влияние ошибок "а","б" и "г". 
 Любой  метрологический  аппарат  (электро- 

технические  измерители,  вычислительные  сред- 
ства)  имеет  в  своих  показаниях  погрешности, 

связанные  с  принципом  действия  измерительно- 
го  органа.  При  численном  исследовании 

устройств  снятие  качественных  показаний  про- 
изводится  численным  способом.  Полученные 

результаты  могут  использоваться  также  в  даль- 
нейших расчетах, что в свою очередь может вне- 
сти  дополнительную  неустойчивость  в  вычисли- 
тельный  процесс.  Например,  при  вычислении 

энергии,  затраченной  в  течение  исследуемого 

периода  времени,  производится  приращением 

энергии,  рассчитанным  на  каждом  шаге.  Если 

погрешность  будет  постоянно  накапливаться  и 

не  устраняться  каким-либо  способом,  то  резуль- 
таты могут быть неверными. 

 3.  Разработка  метрологических  процедур 

 для расчета энергетики в математических 

 моделях ЭМЦ 

 Уже неоднократно  пересматривались усто- 
явшиеся  взгляды  на  некоторые  энергетические 

характеристики.  Например,  подвергались крити- 
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ке определение полной мощности для суще-

ственно нелинейной цепи [17]. В этом разделе не 

предлагаются теоретические разработки по части 

каких-то новых энергетических определений, а 

ставится цель создать математическое обеспече-

ние, позволяющее без дополнительно вносимых 

ошибок оценивать распределение энергии в эле-

ментах и узлах статических электромагнитных 

устройств, т.е. свести к нулю ошибки численного 

метрологического аппарата. 

Единственной основой для установления 

взаимосвязи энергетических характеристик при-

нят закон сохранения энергии. 

3.1. Основные предпосылки к развитию 

численных метрологических процедур в 

электроэнергетике 

При исследовании мощных электроэнерге-

тических устройств численными методами часто 

возникает необходимость в получении некото-

рых значений, характеризующих эффективность 

и энергоемкость устройств и отдельных его уз-

лов. Единственной реальной возможностью 

определять их на ранней стадии проектирования 

является использование ЭВМ. При этом приме-

няется классическое выражение для расчета 

энергии: 


T

0

dttPW )( , 

где )(tP  - функция мощности; 

      T   - исследуемый интервал времени. 

Переходя к конечным разностям, получаем 

выражение: 

ttPW n1n   )( ,                (11) 

дающее большие погрешности, свойственные 

методу Эйлера. Эта неточность вызвана нели-

нейностью функций тока и напряжения, входя-

щих в значение мощности . 

 Однако, получая явно обнаруживающие се-

бя неверные результаты, все усилия обычно 

направляют на усовершенствование методов 

численного анализа и лишь изредка прибегают к 

модернизации метрологической процедуры (11). 

При этом всегда остаются составляющие мето-

дических ошибок численного моделирования и 

метрологического контроля. 

Так, например, явно грубыми являются мат-

ричные соотношения, определяющие распреде-

ление энергии в элементах электромагнитных 

устройств: 

tRIIWW t
RR  ; 

 t
LL HWW ; 

tIEWW t
PP  , 

где RW  - энергия, рассеиваемая на активных со-

противлениях; LW  - энергия, накапливаемая в 

магнитном поле; PW  - энергия, потребляемая из 

сети. 

Исключением является выражение, не вно-

сящее дополнительных погрешностей, так как 

использует конечное значение переменной: 

 CVV
2

1
W t

C ,                    (12) 

где CW  - энергия, накапливаемая в электриче-

ском поле. 

3.2. Аналитический расчет рассеиваемой 

энергии на активных сопротивлениях 

Как уже отмечалось, точность расчета энер-

гетики должна превосходить точность численно-

го метода интегрирования переменных. Только 

тогда эта процедура может быть использована в 

качестве метрологической. Аналитическое ре-

шение дает точное значение рассеиваемой энер-

гии на шаге интегрирования при этом на интер-

вале. 



h

0

2
R RdttiW )( ,                      (13) 

при этом на интервале  1kk ii ,  

t
h

i
iti 1k
k


)( .                       (14) 

Значение интеграла (13) определяется доста-

точно легко: 



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
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







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 




 . 

Представим вычисление рассеиваемой энер-

гии на активных проводниках в матричной фор-

ме: 









 


1k

t
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t
k

k
R
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R IRI

3

1
RIIhWW .   (15) 
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3.3. Аналитический расчет потребляемой 

энергии из сети 

Способом, описанным в п.4.2, можно полу-

чить выражение для расчетов приращения энер-

гии, потребляемой из сети. По аналогии с (14) 

считаем, что ЭДС сети на шаге интегрирования 

изменяется по закону: 

t
h

e
ete 1k

k


)( . 

Тогда решением интеграла 

dtt
h

i
it

h

e
eW 1k

k

h

0

1k
kP 







 








 
 

  

есть выражение 








 



 

3

ie

2

eiie
iehW 1k1kk1kk1k
kkP . (16) 

Уравнение (16) описывает передачу энергии 

на шаге интегрирования в одной ветви схемы. 

Суммарная передаваемая энергия всеми источ-

никами электрической энергии в матричной 

форме: 
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      (17) 

3.4. Расчет энергии, накапливаемой в маг-

нитных системах 

Магнитные характеристики магнитопрово-

дов можно представить в ана-литической форме 

[58]:   

c
abab HeeckBH   )( ,             (18) 

где ))(( n
cco

Bqn
c

1n
c HBsignHe1HH 

  - 

составляющая, учитывающая гистерезис по 

принципу «сухого трения» [10, 12, 13]; coH  - 

остаточная коэрцитивная сила; B   - прираще-

ние магнитной индукции на 1n  шаге; 

qkcba ,,,,

V

VBH2ee
a

c
B

2

k
W c

abab2
n 








  )(  

 - параметры аппроксимации. 
 Чтобы  получить  значение  накопленной 

энергии магнитного поля в системе на начальном 

участке  магнитной  характеристики,  достаточно 

вычислить интеграл от (18) и умножить на обьем 

ферромагнитной среды :

 .   (19)

 Однако  в  насыщенной  зоне  характеристики 

выражение  (19)  существенно  усложняется.  Как 

36

показали исследования, при численном интегри-

ровании петли гистерезиса метод трапеций дает 

погрешность не более 510 : 

1k

t
k1k

k
L

1k
L

2

FF
WW 


 







 
 ,      (20) 

где F  - намагничивающая сила;   - прираще-

ние магнитного потока; LW  - энергия магнитного 

поля. 

При реализации на ЭВМ (20) существенно 

сокращаются вычислительные затраты, если 

учесть, что 1kF  , kF  и   получаются в ре-

зультате "других" численных процедур (10). 

Энергия в воздушном зазоре вычисляется от-

дельно: 

0
t

00L F
2

1
W  , 

где 0F , 0  - намагничивающая сила и магнит-

ный поток в воздушном зазоре. 

 

3.5. Критерий энергетического баланса 

для управления вычислительным процес-

сом 

Как уже отмечалось, единственной основой 

для установления взаимосвязи энергетических 

характеристик принят закон сохранения энергии: 

0WWWW PRCL  .                (21) 

Вследствие неизбежного влияния погрешно-

стей на конечный результат, это условие выпол-

нено не будет. Ненулевой результат по (21) назо-

вем невязкой энергетического баланса, что явля-

ется результатом накопившейся суммарной 

ошибкой вычислительного процесса: 

.... аммчPRCL WWWW  .     (22) 

Ошибка метрологического аппарата ..ам  

для принятого закона изменения переменных 

внутри интервала интегрирования, используя 

приведенный математический аппарат, сведена к 

нулю. Таким образом, невязка энергетического 

баланса может быть критерием точности числен-

ного моделирования. Это дает возможность ис-

пользовать его для управления вычислительным 

процессом.  

В зависимости от знака ..мч  посредством 

параметра z  (см.п.4.1) можем менять методы 

    
     

 

численного  интегрирования,  дающие  разные по 

знаку  значения  ошибок.  Этот  параметр  должен 

изменяться из условий устойчивости [19] от I до 

2. 

                                            Загальна електротехніка 
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Адаптивный алгоритм численного модели-

рования представлен на рис.2. В блок-схеме ал-

горитма предусмотрен шаг изменения z , кото-

рый определяет степень реакции цифровой мо-

дели ЭМЦ на отклонение   от нуля. Для управ-

z
 

НАЧАЛО

КОНЕЦ

ε < 0

Ввод параметров и 

времени моделирования 

T

Z:=1

Моделирование ЭМЦ в 

пределах шага 

интегрирования h

Вычисление невязки ε 

по энергетике   

Да

Нет

ε > 0
Да

Нет

z > 2
Да

Нет

z:=z+hz

t >= T
Нет

z:=2

z < 1
Да

Нет

z:=z-hz

z:=1

Да

Вывод энергетических 

показателей и других 

результатов

моделирования 

z

z  

ления  вычислительным  процессом  посредством 

 может  быть  выбран  любой  другой  эффектив- 
ный алгоритм и быть предметом оптимизации [2, 

4, 6, 11, 14]. 

 Рис. 2. Блок-схема алгоритма управле- 
 ния вычислительным процессом 

 Выводы 

 Разработана  устойчивая  математическая мо- 
дель электромагнитных цепей в матричном виде 

(10), удобная для реализаци на цифровых вычис- 
лительных машинах. Модель составлена относи- 
тельно приращений магнитных потоков и потен- 
циалов на емкостях. 

 Разработан адаптивный алгоритм для иссле- 
дования  электромагнитных  цепей с  нелинейны- 
ми  характеристиками.  Обратная  связь  обеспечи- 
вается посредством параметра  . 

 Система  (10)  является  адаптивной  к  мето- 
дам  численного  интегрирования.  В  зависимости 

от  значения  параметра можно  менять  методы 

интегрирования. 

Загальна електротехніка

Проведен анализ причин возникновения 

ошибки при расчете энергетики. Эта ошибка со-

стоит из двух составляющих: ошибки численно-

го моделирования и ошибки численного метро-

логического аппарата. 

Разработаны метрологические процедуры 

для исследования энергетики электромагнитных 

цепей по результатам численного моделирова-

ния. Получены аналитические формулы расчета 

энергии, рассеянной на активных сопротивлени-

ях и потребленной из сети. 

Разработан алгоритм управления вычисли-

тельным процессом по критерию энергетическо-

го баланса. 

Разработанное математическое обеспечение, 

хорошо алгоритмизуется на цифровых вычисли-

тельных машинах и может быть использовано 

при создании специализированных программных 

средств. 
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MANAGE DIGITAL MODEL BASED ON MATRIX-TOPOLOGICAL DESCRIPTION ELEC-

TROMAGNETIC CIRCUITS 

 

N. I. Siddelev 
 

Black Sea National University of a name of Peter Mogila 

 

Abstract. In the article the digital model of the electromagnetic circuit with the highest level of detail 

both electric and magnetic circuit. The magnetic circuit is represented in the same detail as electric, and is 

described by the contour matrix. The mathematical description of electromagnetic induction device parame-

ters are determined by the geometrical dimensions and characteristics of the magnetic cores. The topology 

of circuit blocks represented by the matrix that takes into account both current and charge distribution in the 

circuit elements. An analysis is made of the causes of the error in the calculation of energy. This error con-

sists of two components: numerical simulation errors and errors in the numerical metrology apparatus. Met-

rological procedures is made for the investigation of the energy of electromagnetic circuits. A stable mathe-

matical model of electromagnetic circuits in a matrix form is developed, convenient for implementation on 

digital computers. The model is composed relative to the increments of magnetic fluxes and potentials on the 

capacitors. Thus it is convenient to follow the energy processes in the reactive power-consuming elements of 

the circuit. An adaptive algorithm for controlling a computational process using the energy balance criterion 

for studying electromagnetic circuits with nonlinear characteristics is developed. Feedback is provided 

through a special parameter. The peculiarity of this model is that it in its kind combines several methods of 

integrating a system of differential equations. By combining them, it is possible to achieve maximum correct-

ness of calculations for the energy components in the simulation of the electromagnetic circuit. 

Keywords: Electric circuit, magnetic circuit, static electromagnetic devices, a matrix-topological de-

scription, topological matrices, incidence matrices, a matrix of helical links, a topologically isomorphic 

model. 
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КЕРОВАНА ЦИФРОВА МОДЕЛЬ НА ОСНОВІ МАТРИЧНО-ТОПОЛОГІЧНОГО ОПИСУ 

ЕЛЕКТРОМАГНІТНИХ КІЛ 

 

М. І. Сідєлєв 
 

Чорноморський національний університет імені Петра Могили 

 

Анотація. У статті розроблена адаптивна цифрова модель електромагнітних кіл. Особливіс-

тю даної моделі є те, що вона за своїм виглядом поєднує в собі кілька методів інтегрування системи 

диференціальних рівнянь. Комбінуючи їх, можна досягти максимальної коректності обчислень з ене-

ргетичних складових в процесі моделювання. 

Ключові слова: електричне коло, магнітне коло, статичні електромагнітні пристрої, матрич-

но-топологічний опис, топологічні матриці, матриці інціденцій, матриця виткових зачеплень, топо-

логічно-ізоморфна модель. 
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