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ЗАГАЛЬНИМ ПОЛЕГШЕНИМ РЕЗЕРВУВАННЯМ 
Анотація. Запропоновано математичну модель надійності електротехнічної системи із складним зага-

льним полегшеним резервуванням, призначену для аналізу причин її непрацездатності. Модель адекватно вра-
ховує вплив перерозподілу навантаження на ймовірнісні показники мінімальної множини перетинів. Для моде-
лювання системи застосовані динамічне дерево відмов та розщеплена однорідна марковська модель.
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НЕРАБОТОСПОСОБНОСТИ СИСТЕМЫ СО СЛОЖНЫМ ОБЩИМ 

ОБЛЕГЧЕННЫМ РЕЗЕРВИРОВАНИЕМ 
Аннотация. Предложена математическая модель надежности системы со сложным общим облегчен-

ным резервированием, предназначенная для анализа причин ее неработоспособности. Модель адекватно учи-
тывает влияние перераспределения нагрузки на вероятностные показатели минимального множества сече-
ний. Для моделирования системы применены динамическое дерево отказов и расщепленная однородная мар-
ковская модель.
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Вступ 
Рекомендації щодо підвищення надійності сис-

тем розробляють на основі пошуку і аналізу причин їх 
непрацездатності. Кожній причині непрацездатності 
відповідає унікальний набір непрацездатних елемен-
тів, який називають перетином. Усій сукупності неза-
лежних причин непрацездатності відповідає мініма-
льна множина перетинів. Мета аналізу надійності по-
лягає у визначені ймовірнісних характеристик усіх 
перетинів із мінімальної множини.

Постановка проблеми 
Для системи із полегшеним резервуванням необ-

хідно відобразити вплив непрацездатності окремих 
елементів та підсистем на навантаження решти праце-
здатних елементів.

У результаті такого впливу зазнають змін ймо-
вірнісні показники перетинів, для визначення яких 
необхідно розробити адекватну математичну модель 
надійності. Дана проблема виникає під час аналізу 
надійності електротехнічних систем, які застосовують 
в об’єктах підвищеної небезпеки.
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Аналіз останніх досліджень 
Для визначення ймовірнісних характеристик пере-

тинів використовують логіко-ймовірнісний та марковсь-
кий аналіз. Логіко-ймовірнісний аналіз ґрунтується на 
складанні логічних умов, які відповідають перетинам, із 
подальшим їх перетворенням до ймовірнісних виразів 
[1]. Такий підхід простий у застосуванні, проте на його 
основі не можна коректно враховувати зміну наванта-
ження, спричинену відмовами елементів. Марковський 
аналіз зазначених обмежень не має [2], проте під час 
його застосування виникають складності, пов’язані із 
високою трудомісткістю та обмеженням розподілу три-
валості напрацювання та ремонтування елементів екс-
поненціальним законом. Для зменшення трудомісткості 
такого аналізу необхідно вдосконалити методи автома-
тичної побудови марковської моделі [3]. Таку побудову 
виконують на основі дерева відмов, яке необхідно допо-
внити параметрами, що математично описують надій-
нісну поведінку за навантаженням [4, 5]. Для усунення 
обмеження експоненціальним розподілом необхідно 
застосувати методи розщеплення простору станів [6], які 
повинні адекватно урахувати запам’ятовування перед-
історії напрацювання елементів системи за навантажен-
ням [7 – 10]. 
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Постановка завдань 
Формалізувати надійність системи зі складним 

загальним полегшеним резервуванням на основі ди-
намічного дерева відмов; побудувати модель станів і
подій системи; сформувати розщеплену марковську 
модель системи; визначити ймовірнісні показники 
мінімальних перетинів.

Опис та динамічне дерево відмов системи 
Система складена із чотирьох елементів (рис. 1): 

двох генераторів G1 і G2 та двох трансформаторів 
TV1 і TV2. Генератор G1 і трансформатор TV1 утво-
рюють основну підсистему, а G2 і TV2 – резервну.

Рис. 1. Функціональна схема системи 

Підсистеми працюють за алгоритмом полегше-
ного резервування, тобто якщо основна підсистема 
працездатна, то резервна працює у полегшеному ре-
жимі. Якщо основна стає непрацездатною, то резерв-
на переходить у навантажений режим. Засоби техніч-
ної діагностики і перемикання ідеальні, а тривалість 
зміни навантаження підсистемами – миттєва. Функція 
системи полягає у забезпеченні електричною енергією 
споживачів, які підключені до її виходу.

Надійність системи формалізовано динамічним 
деревом відмов (рис. 2).  

Рис. 2. Динамічне дерево відмов системи 

Динамічне дерево відмов є математичною модел-
лю, яка описує умову непрацездатності системи та умо-
ви зміни навантаження на основі блоків, що позначають 
логічні операції. Непрацездатність системи, позначено 
блоком «вершина подій 1», полягає у тому, що система 
нездатна забезпечити енергією споживачів, підключених 
до виходу. Вважаємо, що така непрацездатність катаст-
рофічна. Якщо настають непрацездатності окремих еле-
ментів, проте система зберігає працездатність, то такі 
елементи відновлюються стільки разів, скільки у цьому 
існує потреба. Якщо ж уся система стає непрацездатною,
то відновлення елементів системи вважається неможли-
вим. Такий стан системи настає, якщо одночасно непра-
цездатні основна та резервна підсистеми, що описано 
блоком «оператор 1», тип якого задано логічною опера-

цією І. Непрацездатність основної підсистеми настає 
якщо непрацездатний хоча б один із двох її елементів,
що описано блоком «оператор 3», тип якого задано логі-
чною операцією АБО. Непрацездатність резервної під-
системи описуємо за аналогією блоком «оператор 6», 
тип якого задано логічною операцією АБО. Непрацезда-
тність генератора G1 позначено блоком «базова подія 
1», а його напрацювання до відмови розподілено за за-
коном Вейбулла із параметрами α1 = 11 000 год. і
β1 = 1,1. Непрацездатність трансформатора TV1 — бло-
ком «базова подія 2» та за розподілом Вейбулла із пара-
метрами α2 = 9 000  год і β2 = 1,3; непрацездатність G2 –
блоком «базова подія 3» і за розподілом Вейбулла із 
параметрами α3 = 10 000 год. і β3 = 1,1; та непрацездат-
ність TV2 — блоком «базова подія 4» та за розподілом 
Вейбулла із параметрами α4 = 8 000 год. і β4 = 1,3. Три-
валість ремонтування елементів розподілена експонен-
ціально із параметром µ = 0,02 год–1.

У даній моделі надійності необхідно відобразити 
такі динамічні явища: 1) зміну навантаження елементів 
резервної підсистеми, залежно від стану основної підси-
стеми; 2) зміну навантаження елемента основної підсис-
теми, залежно від стану іншого її елемента; 3) зміну на-
вантаження елемента резервної підсистеми, залежно від 
стану іншого її елемента.

Для опису першого явища введемо у структуру де-
рева відмов блок «оператор 2», який є повторювачем 
логічного сигналу, і задамо умови зміни навантаження у
ньому та у блоці «оператор 3». Якщо логічний сигнал на 
виході обох блоків становить ХИБНО, тобто основна 
підсистема працездатна, то інтенсивність процесу на-
працювання елементів резервної підсистеми, які задано 
у блоках «базова подія 3» та «базова подія 4», множимо 
на k = 0,1.  

Для опису другого явища введемо у структуру де-
рева відмов блоки «оператор 4» та «оператор 5», які є
повторювачами логічного сигналу, і задамо у них умови 
зміни навантаження. Якщо логічний сигнал на виході 
блока «оператор 4» дорівнює ІСТИННО, тобто транс-
форматор TV1 непрацездатний, то інтенсивність проце-
су напрацювання генератора G1, який задано у блоці 
«базова подія 1», множимо на 0. Відповідно, якщо логі-
чний сигнал на виході блока «оператор 5» дорівнює ІС-
ТИННО, тобто генератор G1 непрацездатний, то інтен-
сивність процесу напрацювання трансформатора TV1, 
який задано у блоці «базова подія 2», так само множимо 
на 0. Для опису третього явища введемо у структуру 
дерева відмов блоки «оператор 7» та «оператор 8», які 
аналогічно до попередніх встановлюють інтенсивність 
процесам напрацювання трансформатора TV2 та генера-
тора G2. 

Модель станів та подій системи 
На підставі наведеного вище динамічного дерева 

відмов системи із складним загальним полегшеним ре-
зервуванням, згідно із формалізованими правилами [7, c. 
67] складена модель станів та подій. Така модель є ма-
тематичним описом станів, в яких може перебувати сис-
тема, та подій, які у ній можуть відбуваються, у проек-
ційному зв’язку до процесів, що у ній протікають. Граф 
станів та переходів такої моделі подано на рис. 3, а її 
параметри у таблиці.
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Рис. 3. Граф станів та переходів системи 

1. Параметри моделі станів та подій системи 
Опис станів Опис подій 
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У моделі станів та подій процеси напрацювання і
ремонтування для генератора G1 позначено як P1 і P5,
для трансформатора TV1 – P2 і P6, для генератора 
G2 – P3 і P7 та для трансформатора TV2 – P4 і P8. Сис-
тема перебуває у дев’яти станах, із яких п’ять праце-
здатні – S9–S6 і S3 та чотири непрацездатні – S5, S4, S2 і
S1. У системі відбувається шістнадцять подій, із яких 
вісім відмови – T5, T6, T8, T9, T11, T12, T14, і T15, чотири 
пошкодження – T1–T4 та чотири відновлення – T7, T10,
T13 і T16. Параметрами станів є значення коефіцієнтів 
масштабування для процесів P1–P8 та логічна функція 
працездатності Y. Параметрами подій TN є назва по-
чаткового стану SN, назва процесу PF, який завершив-
ся, та назва кінцевого стану SD.

Марковська модель системи 
Ґрунтуючись на моделі станів та подій системи із 

складним загальним полегшеним резервуванням, згі-
дно із формалізованими правилами [7, c. 78], сформо-
вана розщеплена однорідна марковська модель. Таку 
модель подають системою диференціальних рівнянь 
Колмогорова – Чепмена виду:
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де t – час; p(t) – вектор, що містить функції ймовірно-
сті фаз; y(t) – вектор, який містить функції ймовірнос-
ті перетинів.

Марковська модель є множиною матриць, які за-
дають інтенсивності переходів між фазами A, почат-
кові ймовірності фаз p(0), а також зв’язок C функцій 
ймовірності фаз із характеристиками надійності сис-
теми. Вказані матриці формуємо так:

[ ] ,)0()0(

,

T
S

STTTT

TS

TS

TS

TT

TT

TS

TT

TT

9

97101316

18

27

36

511

812

43

614

915

pp

AAAAA
AA
AA
AA

AA
AA

AA
AA

AA

A

=





































=

.

5

4

2

1

S

S

S

S





















=

C
C

C
C

C

Компоненти марковської моделі системи форму-
ємо на основі марковських моделей процесів. Параме-
три моделей процесів визначаємо згідно із критерієм 
рівності першого і центрованого другого моментів 
фактичного розподілу процесу та його марковської 
моделі. Вважаємо, що для процесу P1{α1, β1} парамет-
ри його марковської моделі становлять {A1, p1(0), C1}, 
для P2{α2, β2} – {A2, p2(0), C2}, для P3{α3, β3}– {A3,
p3(0), C3}, для P4{α4, β4} – {A4, p4(0), C4}, для P5{µ}– 
{A5, p5(0), C5}, для P6{µ} – {A6, p6(0), C6}, для P7{µ} –
{A7, p7(0), C7} та для P8{µ} – {A8, p8(0), C8}. Відпові-
дно до вказаних параметрів компоненти моделі для 
початкового працездатного стану S9:
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EEEEAEEE
EEEEEAEE

EEEEEEAE

EEEEEEEAA

⊗⊗=
⊗⊗⊗⊗⊗⊗⊗+

+⊗⊗⊗⊗⊗⊗⊗+
+⊗⊗⊗⊗⊗⊗⊗+

+⊗⊗⊗⊗⊗⊗⊗=

K

k
k

де ⊗ – оператор тензорного множення; E1–E8 – оди-
ничні матриці, розмірність яких дорівнює розмірності 
матриць A1–A8.

Для працездатного стану S8:

.87654321

87654321

87654321S8

EEEAEEEE
EEEEAEEE

EEEEEAEEA

⊗⊗⊗⊗⊗⊗⊗+
+⊗⊗⊗⊗⊗⊗⊗+

+⊗⊗⊗⊗⊗⊗⊗=
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Для працездатного стану S7:

.87654321

87654321

87654321S7

EEAEEEEE
EEEEAEEE

EEEEEAEEA

⊗⊗⊗⊗⊗⊗⊗+
+⊗⊗⊗⊗⊗⊗⊗+

+⊗⊗⊗⊗⊗⊗⊗=

Для працездатного стану S6:

.87654321

87654321

87654321S6

EAEEEEEE
EEEEEEAE

EEEEEEEAA

⊗⊗⊗⊗⊗⊗⊗+
+⊗⊗⊗⊗⊗⊗⊗+

+⊗⊗⊗⊗⊗⊗⊗=

Для працездатного стану S3:

.87654321

87654321

87654321S3

AEEEEEEE
EEEEEEAE

EEEEEEEAA

⊗⊗⊗⊗⊗⊗⊗+
+⊗⊗⊗⊗⊗⊗⊗+

+⊗⊗⊗⊗⊗⊗⊗=

Для непрацездатних станів S1, S2, S4 та S5:
,

5421 SSSS ICCCC ====

де I – одиничний вектор-рядок, розмірність якого до-
рівнює добутку розмірностей матриць A1–A8.

Для подій T1, T11 та T14, спричинених завершен-
ням процесу P1:

.8211TTT 14111
EECpAAA ⊗⊗⊗=== K

Для подій T2, T12 та T15, спричинених завершен-
ням процесу P2:

.83221TTT 15122
EECpEAAA ⊗⊗⊗⊗=== K

Для подій T3, T5 та T8, спричинених завершенням 
процесу P3:

.843321TTT 853
EECpEEAAA ⊗⊗⊗⊗⊗=== K

Для подій T4, T6 та T9, спричинених завершенням 
процесу P4:

.8544321

TTT 964

EECpEEE

AAA

⊗⊗⊗⊗⊗⊗=

===

K

Для події T7, спричиненої завершенням P5:
.876554321T7

EEECpEEEEA ⊗⊗⊗⊗⊗⊗⊗=

Для події T10, спричиненої завершенням P6:
.876654321T10

EECpEEEEEA ⊗⊗⊗⊗⊗⊗⊗=

Для події T13, спричиненої завершенням P7:
.877654321T13

ECpEEEEEEA ⊗⊗⊗⊗⊗⊗⊗=

Для події T16, спричиненої завершенням P8:
.887654321T16

CpEEEEEEEA ⊗⊗⊗⊗⊗⊗⊗=

Одержана модель містить 144 рівнянь.
Ймовірнісні характеристики мінімальних пе-

ретинів системи 
Застосовуючи марковську модель системи із 

складним загальним полегшеним резервуванням 
обчислено ймовірнісні характеристики мінімальних 
перетинів системи. Мінімальна множина містить такі 
перетини: «TV1–TV2», якому відповідає непраце-
здатний стан S1; «G1–TV2» – S2; «TV1–G2» – S4; «G1–
G2» – S5. Криві ймовірнісних характеристик 

перетинів системи P(t) подані на рис. 4, зокрема, су-
цільна крива 1 відповідає функції ймовірності пере-
тину «TV1–TV2», штрихова крива 2 – «G1–TV2», 
штрих-пунктирна крива 3 – «TV1–G2» та пунктирна 
крива 4 – «G1–G2». 

Рис. 4. Криві ймовірнісних характеристик 
множини мінімальних перетинів системи 

На підставі даних про перетини робимо висно-
вок, що для зменшення ймовірності відмови системи 
для моменту часу 10 000 год. необхідно вжити заходів 
щодо підвищення безвідмовності трансформатора 
TV1 із основної підсистеми та генератора G2 із резер-
вної, оскільки їх одночасна непрацездатність є найй-
мовірнішою причиною непрацездатності дос-
ліджуваної системи із відносною вагою 30,35 %. 

Висновки 
Розроблено математичну модель надійності сис-

теми із складним загальним полегшеним резерву-
ванням, призначену для визначення ймовірнісних по-
казників перетинів. Надійність системи математично 
описано динамічним деревом відмов, а ймовірнісні 
показники визначені за розщепленою однорідною 
марковською моделлю. Одержана модель забезпечила 
адекватне урахування зміни навантаження елементів,
тривалість напрацювання яких розподілена за зако-
ном Вейбулла. За вказаною моделлю адекватно ви-
значено ймовірнісні показники перетинів та показано,
надійність яких елементів необхідно покращувати 
першочергово, щоб зменшити ймовірність відмови 
системи. Подальші дослідження скеровані на розроб-
лення математичних моделей надійності, які призна-
чені для аналізу причин непрацездатності систем із 
складною структурою.
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