
Сиделев Н. И. «Электротехнические и компьютерные системы» № 20 (96) 2015 63 – 73 

Электротехнические системы 

 

63 
 

УДК 621.3 

Н. И. Сиделев, кандидат техн. наук 

МАТРИЧНО-ТОПОЛОГИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ЦЕПЕЙ В 

ФОРМЕ КОШИ 
Аннотация. В статье разработана математическая модель электромагнитных цепей с наибольшей 

степенью детализации как электрической, так и магнитной цепи. Магнитная цепь представляется так же 

подробно, как и электрическая, и описывается контурной матрицей. В математическом описании электро-

магнитных устройств индуктивные параметры определяются геометрическими размерами и характеристи-

ками магнитопроводов. Топология электрической цепи представлена матричными блоками, что позволяет 

учитывать одновременно распределение токов и зарядов в элементах схемы. Система уравнений приведена к 

форме Коши, что упрощает ее решение численными методами на ЭВМ. Приведен алгоритм и пример модели-

рования электрической схемы с трансформатором и сравнение результатов с моделью в 

Matlab/Simulink/SimPowerSystems. 

Ключевые слова: электрическая цепь, магнитная цепь, статические электромагнитные устройства, то-

пологически-изоморфное моделирование, матрично-топологическое описание, топологические матрицы, мат-

рицы инциденций, блочная структура топологической матрицы, матрица витковых зацеплений, вторичные 

источники питания, генераторы импульсных токов. 

 

М. І. Сідєлєв, кандидат техн. наук 

МАТРИЧНО-ТОПОЛОГІЧНИЙ ОПИС ЕЛЕКТРОМАГНІТНИХ КІЛ У ФОРМІ КОШІ 

Анотація. У статті розроблена математична модель електромагнітних кіл з найбільшою степінню де-

талізації як електричного, так і магнітного кола. Магнітне коло представляється так само детально, як і 

електричне, і описується контурної матрицею. У математичному описі електромагнітних пристроїв індук-

тивні параметри визначаються геометричними розмірами і характеристиками магнітопроводів. Топологія 

електричного кола представлена матричними блоками, що дозволяє враховувати одночасно розподіл струмів і 

зарядів в елементах схеми. Система рівнянь приведена до формі Коші, що спрощує її рішення чисельними ме-

тодами на ЕОМ. Наведено алгоритм і приклад моделювання електричної схеми з трансформатором і 

порівняння результатів з моделлю в Matlab / Simulink / SimPowerSystems. 

Ключові слова: електричне коло, магнітне коло, статичні електромагнітні пристрої, топологічно-

ізоморфне моделювання, матрично-топологічний опис, топологічні матриці, матриці інциденцій, блокова 

структура топологічної матриці, матриця виткових зачеплень, вторинні джерела живлення, генератори ім-

пульсних струмів. 

 

N. I. Siddelev, PhD 

MATRIX-TOPOLOGICAL DESCRIPTION OF ELECTROMAGNETIC  

CIRCUITS IN THE FORM CAUCHY 
Abstract. In the article the mathematical model of the electromagnetic circuit with the highest level of detail both 

electric and magnetic circuit. The magnetic circuit is represented in the same detail as electric, and is described by the 

contour matrix. The mathematical description of electromagnetic induction device parameters are determined by the 

geometrical dimensions and characteristics of the magnetic cores. The topology of circuit blocks represented by the 

matrix that takes into account both current and charge distribution in the circuit elements. The system of equations is 

reduced to the Cauchy form that facilitates its solution by numerical methods on computers. The algorithm and an ex-

ample of simulation circuitry with transformer and comparing the results with the model in Matlab / Simulink / Sim-

PowerSystems. 

Keywords: electric circuit, magnetic circuit, static electromagnetic device, topologically isomorphic modeling, 

matrix-topological description, topological matrix, incidence matrix, the block structure of the topological matrix, the 

matrix interturn links, secondary power supplies, pulse current generators. 

 

Введение. Компьютерное моделирова-

ние электротехнических и электронных 

устройств и сегодня играет особую роль в 

проектировании экономичных и в техниче-

ском плане эффективных приборов различ-

ного назначения. Оно позволяет не только 

ускорить расчетные работы и улучшить ка-

чество проектирования, но и создает благо-

приятные условия для развития теории мо-

делирования энергоемких частей преобразо-

вателей электроэнергии.  

При расчете энергоемкости электромаг-

нитных цепей (ЭМЦ) очень важно выбрать 
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метод, позволяющий точно оценить накоп-

ление и потери энергии в элементах схемы. 

Это может повлиять на конечный результат 

исследования, например, коэффициент по-

лезного действия (КПД), коэффициент мощ-

ности и т.д. 

Сложность исследования нелинейных 

электрических и магнитных цепей состоит в 

том, что не существует в настоящее время 

общих аналитических решений систем нели-

нейных алгебраических и дифференциаль-

ных уравнений. Принято считать, что анализ 

существенно нелинейных цепей, за исклю-

чением небольшого числа простейших слу-

чаев, можно выполнить только численным 

способом [1,4,8,11].  

Матрично-топологические методы в 

настоящее время широко используются для 

исследования электромагнитных цепей раз-

личного назначения [16,17,18,19,20,21]. Еще 

в конце 80-х доцент Николаевского корабле-

строительного института Краснов В.В. пред-

ложил описывать электромагнитные устрой-

ства так, чтобы индуктивные параметры 

определялись геометрическими размерами и 

характеристиками магнитопроводов [10]. 

Топология электрической цепи представля-

ется матричными блоками : 

 

 , 

 

где блоки матрицы – это матрицы инци-

денций:  

 – заходов ветвей графа емкостной ча-

сти электронной схемы; 

 – исходов ветвей графа емкостной 

части электронной схемы;  

 – здесь резистивные ветви инци-

дентны с емкостными;  

 – здесь резистивные ветви не инци-

дентны с емкостными. 

Это позволило "сконструировать" мате-

матическое описание, учитывающее одно-

временно распределение токов и зарядов в 

элементах схемы: 

 

 
где:  – соответственно векторы-

столбцы токов, потенциалов, ЭДС, магнит-

ных потоков в ветвях и узлах электромаг-

нитной схемы; 

 – матрицы проводимостей и емко-

стей электрической части схемы; 

 – диагональная матрица магнитных 

сопротивлений; 

 – матрица инциденций магнитной ча-

сти схемы; 

 – матрица витковых зацеплений элек-

трической части схемы с магнитной. 

Таким образом в работе [9] получено 

математическое описание электромагнитных 

устройств (1)-(4), в котором индуктивные 

параметры определяются геометрическими 

размерами и характеристиками 

магнитопроводов. Матричная форма 

представления электромагнитной системы 

идеально подходит к реализации модели на 

электронно-вычислительных машинах с 

использованием пакетов прикладных 

программ, например, MATLAB, в котором 

все объекты вычисления представлены 

матрицами [14]. 

В матрично-топологическом описании 

(1)-(4) матрица магнитных сопротивлений 

 определяется нелинейными характери-

стиками электротехнических сталей, исполь-

зуемых в трансформаторах и дросселях 

ВИП. Значения элементов матрицы прово-

димостей   для вентильных схем изменяют-

ся в зависимости от проводящего состояния 

полупроводниковых диодов. В связи с этим 

для решения системы (1)-(4) возможно при-

менение только численных методов. 

Обилие в ней переменных состояния: 

, - затрудняет решение, кроме 

того, требует использования специальных 

итерационных методов.
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Итерационные методы решения систем 

дифференциальных уравнений хорошо ис-

следованы в работах [7,13 и др.] и успешно 

используются при численном исследовании 

нелинейных систем [2,3,10]. Делались по-

пытки разработать оригинальные простые 

быстродействующие методы [15], однако 

проблемы размерности задач, алгоритмиче-

ские сложности на шаге итераций и их числа 

остаются. 

В нашем случае применение итерацион-

ных методов исследования было бы не эф-

фективным, так как поставленная задача - 

исследование энергетики, в частности учет 

рассеивания и накопления электрической 

энергии на каждом элементе схемы, - потре-

бует дополнительных вычислительных за-

трат машинного времени ЭВМ [5]. 

 Кроме этого для моделирования нели-

нейных магнитных характеристик материа-

лов требуется разработка специальных моде-

лей, которые следует включить в общий ал-

горитм исследования цепей.  

На основании вышеизложенного ма-

шинное время необходимо экономить, а это 

достигается использованием явных методов 

численного интегрирования, основные до-

стоинства которых описаны в [6]. 

Данная статья является продолжением 

статьи, представленной в 11 выпуске научно-

технического журнала «Электротехнические 

и компьютерные системы» [9]. 

Приведение топологически-изоморф-

ного описания ЭМЦ к форме, удобной для 

решения численными методами. При раз-

работке математической модели на ЦВМ с 

использованием явных методов численного 

интегрирования необходимо систему (1)-(4) 

разрешить относительно производных век-

торов магнитных потоков  и напряжений 

на конденсаторах . 

Для этого выполним матричные преоб-

разования следующим образом. Перегруппи-

руем члены в (1) следующим образом: 

 

 
 
Введем новую топологическую матрицу: 

 

, 

тогда 

. 

 
Если, подставим выражение (5) в (4), то-

гда получим: 

 

  
Отсюда можно получить , чтобы ис-

ключить его из уравнения (5): 

 

 
 

Исключим вектор  из уравнения (5) и 

получим: 

 

 
 

Введем матрицу активных параметров: 

 

, 

 

где  - единичная матрица. 

Тогда уравнение (6) примет вид: 

 

. (7) 

 
Таким образом, мы получили уравнение 

в форме узловых потенциалов, где все по-

тенциалы графа электрической цепи опреде-

лены через потенциалы на емкостях в ем-

костном подграфе. 

Исключим вектор  в описании (1)-(4) 

подстановкой (7) в (2) и (3), что дает: 

 

. 
 

Отсюда определим производную маг-

нитного потока:
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где     . 
Вектор  может быть определен и таким 

образом: 

 

 , 
 

где  – матрица длин магнитопроводов; 

 – вектор-столбец магнитной напряженно-

сти в стержнях. 

Подставим уравнение (7) в (3): 

 

 
 

Выделим производную вектора электри-

ческих потенциалов на емкостях: 

 

 
 

Таким образом, система (1)-(4) разреше-

на относительно производных векторов и 

 . Система (8)-(9) представляет собой но-

вое описание электромагнитной цепи, раз-

решенное относительно магнитных потоков 

и электрических потенциалов на конденса-

торах. Особенностью такого описания явля-

ется то, что оно позволяет моделировать 

идеальные электромагнитные цепи, так как 

не обладает избыточностью. Известны дру-

гие частные случаи расчета таких цепей, 

например, в [12]. В них идеальные транс-

форматоры рассматриваются как дополни-

тельные структурные уравнения. Однако это 

приводит к усложнению математической 

модели. В нашем же случае существенно со-

кращается размерность задачи. Система (8)-

(9) записана в форме Коши и пригодна к ис-

следованию явными методами численного 

интегрирования. 

Вычислительный алгоритм програм-

мы в соответствии с математическим опи-

санием электромагнитной цепи. В данном 

параграфе представлена укрупненная блок-

схема алгоритма программы в программной 

среде MATLAB (рис.1) и описаны основные 

назначения блоков алгоритма. 

Блок 1. Ввод параметров процесса моде-

лирования: время (Time) и шаг (h) моделиро-

вания. 

Блок 2. Ввод параметров схемы: 

 матрица активных сопротивлений (R); 

 матрица емкостей конденсаторов (C); 

 матрица заходов дуг емкостного гра-

фа (Ac); 

 матрица исходов дуг емкостного гра-

фа (Ao); 

 матрица инцидентности резистивного 

и емкостного графов (Acr); 

 матрица инцидентности чисто рези-

стивного графа (Ar); 

 матрица сопротивлений ветвей маг-

нитопроводов (Rm); 

 матрица инцидентности магнитопро-

водов (Gm); 

 матрица витковых зацеплений маг-

нитной и электрической части схемы (W). 

Блок 3. Цикл повторяющейся части ал-

горитма в пределах интервала моделирова-

ния. 

Блок 4. Вычисление вектора ЭДС источ-

ников электроэнергии (E). 

Блок 5. Вычисление вектора намагничи-

вающих сил (F), производной вектора маг-

нитных потоков (Φ’) и их приращений (ΔΦ). 

Блок 6. Вычисление вектора токов (I), 

производной вектора электрических потен-

циалов на конденсаторах (Vc’) и их прира-

щений (ΔVc). 

Блок 7. Изменение векторов магнитного 

потока (Φ) и электрических потенциалов на 

конденсаторах (Vc) на величину их прира-

щения ΔΦ и ΔVc. 

Блок 8. Вывод графиков переменных со-

стояния: I, Vc, Φ.  
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Рис. 1. Блок-схема алгоритма программы 

НАЧАЛО

КОНЕЦ

Ввод параметров моделирования: 
Time, h

Ввод параметров схемы: 
R, C, Ac, Ao, Acr, Ar,

Rm, Gm, W

Вывод переменных состояния: 
I, Vc, Φ 

FOR t=0 to Time Step h

Вычисление E

Вычисление I, Vc’, ΔVc

Vc := Vc+ΔVc;
Φ := Φ + ΔΦ;

2

1

3

4

6

7

8

Вычисление F, Φ’, ΔΦ 

5
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Решение практической задачи. Рас-

смотрим несложную электрическую схему с 

однофазным трансформатором, представ-

ленной на рис. 2. 

Источник ЭДС выдает синусоидальный 

сигнал с действующим напряжением 220 V и 

частотой 50 Hz. Резисторы R1-R5 имеют со-

ответственно номиналы: 10, 10, 10, 100, 1000 

Ω, конденсаторы: C1 = 1uF и C2 = 10uF. 

Трансформатор имеет кольцеобразный сер-

дечник из электротехнической стали общей 

длиной 2ι = 0.2 м, сечением 0.05х0.05м
2
, воз-

душный зазор δ = 0.005м, обмотки W1 = 1000 

и W2 = 100 витков. 

Кольцо трансформатора условно разде-

лено на две равные части, которые состав-

ляют ветви магнитного графа, направленные 

так, как показано на рис.2.  Все ветви и узлы 

электрического графа пронумерованы так, 

чтобы первыми были пронумерованы ветви 

и узлы емкостного графа.   

Исходя из рис.2 можно составить следу-

ющие матрицы: 

- А1 – матрица инциденций электриче-

ской части электромагнитной цепи; 

- А2 – матрица инциденций магнитной 

части электромагнитной цепи; 

- А3 – матрица витковых зацеплений. 

A   = 

 

Gm   = 

 

 

Рис. 2. Схема трансформаторного преобразователя напряжения, работающего на 

резистивно-емкостную нагрузку 

C1E1

R1 R4
1

0 2

R5

2

W1 W2

6

1 3

7R3R2

C2

5

1

4
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В результате моделирования электро-

магнитной цепи получены следующие эпю-

ры тока, магнитного потока и электрическо-

го потенциала (см. рис.3): 

 

- эпюра напряжения источника ЭДС E1; 

- эпюра магнитного потока Φ; 

- эпюра тока в резисторе R4; 

- эпюра напряжения на конденсаторе C2. 

 
 

Для проверки математической и соот-

ветствующей ей программной модели со-

ставлена модель в Matlab/Simulink/SimPower

Systems (см. рис.4). 

Здесь были приняты следующие пара-

метры моделирующего процесса (Configura-

tion Parameters): 

Start time: 0 с.;  

Stop time: 0.06 с.; 

Type: Fixed-step; 

Fixed-step size: 0.000000001; 

Solver: ode14x (extrapolation); 

Extrapolation order: 4; 

Параметры линейного трансформатора 

приняты следующие: Nominal power and fre-

quency [Pn(VA) fn(Hz)]: [250 50]; Winding 1 

parameters [V1(Vrms) R1(pu) L1(pu)]: [220 0 

0]; Winding 2 parameters [V2(Vrms) R2(pu) 

L2(pu)]: [22 0 0]; Magnetization resistance and 

inductance [Rm(pu) Lm(pu)]: [500 500]. 

В результате моделирования получены 

эпюры сигналов (рис.5), в первом приближе-

нии похожие на эпюры (рис.3). В отличие от 

осциллограмм сигналов на рис.5 на эпюрах 

рис.3 заметен переходный процесс.

Рис. 3. Эпюры сигналов в моделируемой цепи 
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Рис. 4. Модель электромагнитной схемы (рис.2) в Matlab/Simulink/SimPowerSystems 

Рис. 5. Осциллограммы модели (рис.4) в Matlab/Simulink/SimPowerSystems 
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Выводы. Математическое описание (1)-

(4) преобразовано к форме Коши и разреше-

но относительно производных магнитных 

потоков и электрических потенциалов на 

конденсаторах (8)-(9).  

Топология электрической цепи пред-

ставлена матричными блоками, которые 

учитывают одновременно распределение то-

ков и зарядов в элементах схемы. 

Индуктивные параметры системы опре-

деляются геометрическими размерами и ха-

рактеристиками магнитопроводов. 

Матричная форма представления элек-

тромагнитной системы идеально подходит к 

реализации модели на электронно-

вычислительных машинах с использованием 

пакетов прикладных программ, например, 

MATLAB, в котором все объекты вычисле-

ния представлены матрицами. 

Исходя из данной структуры математи-

ческого описания структуры ЭМЦ, предло-

женную модель целесообразно использовать 

для исследования устройств, имеющих в 

своем составе магнитопроводы достаточно 

мощные, чтобы их учитывать. Данная мо-

дель использовалась для исследования вто-

ричных источников питания и мощных гене-

раторов токов. 
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