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Анотація: Запропоновано математичну модель надійності електротехнічної системи із несиметричним 

навантажувальним резервуванням за схемою 2-із-3. Модель призначена для аналізу причин непрацездатності 

такої системи. Надійність системи формалізовано динамічним деревом відмов, а імовірнісні характеристики 

обчислено на основі розщепленої однорідної марковської моделі. Основна перевага запропонованої моделі поля-

гає в адекватному врахуванні впливу несиметричних умов відмови та перерозподілу навантаження між елеме-

нтами на імовірнісні характеристики причин непрацездатності системи. 
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Аннотация. Предложена математическая модель надежности электротехнической системы с несим-

метрическим нагрузочным резервированием по схеме 2-из-3. Модель предназначена для анализа причин нера-

ботоспособности такой системы. Надежность системы формализована динамическим деревом отказов, а 

вероятностные характеристики вычислены на основе расщепленной однородной марковской модели. Основное 

преимущество предлагаемой модели заключается в адекватном учете влияния несимметрических условий от-

каза и перераспределения нагрузки между элементами на вероятностные характеристики причин неработо-

способности системы. 
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Abstract: Mathematical reliability model of the electrical system with non-symmetric loaded 2-out-of-3 redundan-

cy is suggested. The model is designed for failure cause analysis of the system. Reliability of the system is formalized by 

dynamic fault tree, and probability characteristics calculated based on the split homogeneous Markov model. The main 

advantage of the proposed model is adequate consideration of the impact of non-symmetric conditions of the system 

failure and load-sharing between components on failure cause probability characteristics of the system. 
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Постановка проблеми. Однією із скла-

дових систем транспортних засобів є система 

електричного живлення. Така система забез-

печує електричною енергією приводні меха-

нізми та оснащення транспортного засобу. 

Для підвищення надійності системи застосо-

вують навантажувальне резервування за 

схемою 2-із-3. За такого резервування систе-

ма розбивається на три підсистеми, дві із 

яких повинні зберігати працездатність для 

забезпечення працездатності усієї системи. 

Якщо одна із підсистем відмовляє, то її на-

вантаження розподіляється між іншими дво-

ма підсистемами, що призводить до зрос-

тання їх навантаження вище номінального. 

Здатність елементів системи тимчасово ви-

тримувати навантаження понад номінальне, 

тим самим забезпечуючи функціонування 

усієї системи, називають навантажувальним 

резервуванням. Якщо підсистеми складають-

ся із неоднотипних елементів, то умова не-

працездатності за схемою 2-із-3, а також пе-
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рерозподіл навантаження стає несиметрич-

ним. У результаті постає проблема форму-

вання моделі надійності, яка адекватно вра-

ховуватиме вплив такої несиметричності на 

ймовірнісні характеристики надійності, а са-

ме на причини непрацездатності. 

Аналіз останніх досліджень. Для побу-

дови моделей надійності електротехнічних 

систем виділяємо такі підходи. У [1, 2] засто-

совують дерева відмов, які базуються на ло-

гіко-ймовірнісному методі. Недолік такого 

підходу полягає у тому, що він не забезпечує 

адекватне врахування явищ, пов’язаних зі 

зміною навантаження, а також не розрізняє 

катастрофічні і некатастрофічні відмови еле-

ментів. У [3, 4] використовують моделі, які 

ґрунтуються на методі Монте-Карло. Недолі-

ком цього підходу є те, що одержані резуль-

тати спотворені флуктуаціями, амплітуда 

яких для робочого діапазону параметрів спі-

вмірна із значеннями досліджуваних харак-

теристик. У [5, 6] використовують марковсь-

кі моделі, які базуються на аналізі простору 

станів. Недоліком таких моделей є обмежен-

ня експоненціальним розподілом і висока 

трудомісткість їх побудови. У даній публіка-

ції використано підхід, який ґрунтується на 

поєднанні динамічних дерев відмов та мар-

ковських моделей. Для послаблення обме-

ження експоненціальним розподілом засто-

совано розщеплення простору станів [7–10], 

яке забезпечило врахування довільних роз-

поділів і «запам’ятовування» передісторії 

напрацювання елементів за навантаженням. 

Завдання дослідження: 

 математично описати надійність сис-

теми на основі динамічного дерева відмов; 

 побудувати модель станів та подій, а 

також розщеплену однорідну марковську 

модель системи; 

 визначити ймовірнісні характеристи-

ки причин непрацездатності системи. 

Опис системи та її динамічне дерево 

відмов. Електротехнічна система складена із 

генератора змінної напруги G, напівпровід-

никового перетворювача VD та двох акуму-

ляторів GB1 та GB2 (рис. 1). Затискачі гене-

ратора G підключено до вхідних затискачів 

перетворювача VD. Вихідні затискачі пере-

творювача VD, а також акумуляторів GB1 і 

GB2, підключені паралельно до спільної ши-

ни. Зовнішній рушій, який приводить у рух 

вал генератора G та електричні споживачі, 

які підключено до спільної шини, під час по-

будови моделі не розглядаємо, оскільки це є 

окремою задачею. 

GB2

GB1

G VD

 
Рис. 1 — Функціональна схема системи 

Функція системи полягає у забезпеченні 

на спільній шині заданого діапазону напру-

ги. Якщо потужності зовнішнього рушія дос-

татньо, то споживачі одержують живлення 

від генератора G через перетворювач VD. 

В іншому випадку акумулятори GB1 і GB2 

забезпечують живлення споживача. Вважає-

мо, що навантаження між акумуляторами 

розподіляється порівну, а усі елементи сис-

теми функціонують у номінальному режимі. 

У випадку непрацездатності одного із акуму-

ляторів, інший тимчасово функціонує у пере-

вантаженому режимі за рахунок більших 

струмів розряджання-заряджання. Фактично, 

у системі реалізовано резервування за схе-

мою 2-із-3. Її особливість полягає у несимет-

ричності резервування і зміни навантаження. 

Зокрема, одних лише акумуляторів не доста-

тньо для функціонування системи, а відмова 

одного із них не впливає на навантаження 

генератора та перетворювача. 

Формалізуємо надійність системи дина-

мічним деревом відмов, яке подано на 

рис. 2а, а відповідна йому структурна схема 

надійності — на рис. 2б. Динамічне дерево 

відмов є математичною моделлю, яка описує 

умову непрацездатності системи та умови 

зміни навантаження між її елементами на 

основі блоків, які позначають логічні опера-

ції та операції відношення. Непрацездатність 

системи позначено блоком «Вершина по-

дій». Вважаємо, що така подія є катастрофі-

чною, тобто поки вона не відбулась, ремон-

тування елементів системи можна виконати 

стільки разів, скільки у цьому виникає пот-

реба, а якщо вона наступила, то подальше 

ремонтування не розглядаємо. 
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Рис. 2 — Динамічне дерево відмов (а) та 

структурна схема надійності (б) системи 

Відновлений елемент за експлуатацій-

ними характеристиками вважаємо аналогіч-

ним новому, а інші елементи системи таки-

ми, що мають попереднє напрацювання. Не-

працездатність системи наступає, якщо від-

булось дві події, що описує блок «Оператор 

1», тип якого задано логічною операцією І. 

Зауважимо, що ці події сумісні, і, якщо на-

стала одна із них, то це спрощує настання 

іншої. Перша подія настає внаслідок відмови 

генераторного ланцюга або першого акуму-

лятора GB1, що описує блок «Оператор 2», 

тип якого задано логічною операцією АБО, а 

друга — внаслідок відмови генераторного 

ланцюга або другого акумулятора GB2, що 

описує блок «Оператор 3», тип якого задано 

логічною операцією АБО. Непрацездатність 

генераторного ланцюга настає внаслідок від-

мови генератора G або перетворювача VD, 

що описують блоки «Оператор 4» та «Опе-

ратор 5», тип яких задано логічною опера-

цією АБО. Непрацездатність генератора опи-

сує блок «Базова подія 1», перетворювача 

VD — «Базова подія 2», акумулятора GB1 — 

«Базова подія 3» і акумулятора GB2 — «Ба-

зова подія 4». Напрацювання до відмови усіх 

елементів розподілено за законом Вейбулла 

із параметрами αi та βi, а тривалість ремонту-

вання — експоненціально із параметром µ. 

У системі відбувається два динамічні 

процеси перерозподілу навантаження акуму-

ляторів GB1 та GB2 залежно від їх станів. 

Для опису цих процесів введемо у структуру 

динамічного дерева відмов блоки «Оператор 

6» та «Оператор 7», які є повторювачами ло-

гічного сигналу, і задамо у них умови зміни 

навантаження. Якщо на вхід блоку «Опера-

тор 6» подано логічний сигнал ІСТИННО, 

тобто акумулятор GB1 непрацездатний, то 

інтенсивність напрацювання акумулятора 

GB2, заданого блоком «Базова подія 4», зро-

стає в k2 разів. Відповідно, якщо на вхід бло-

ку «Оператор 7» подано логічний сигнал ІС-

ТИННО, тобто акумулятор GB2 непрацезда-

тний, то інтенсивність напрацювання акуму-

лятора GB1, заданого блоком «Базова подія 

3», зростає в k1 разів. 

Модель станів та подій. На основі пода-

ного вище динамічного дерева відмов систе-

ми згідно із формалізованими правилами 

[10] складено модель станів та подій. Така 

модель математично описує стани, в яких 

перебуває система, та подій, які у ній відбу-

ваються, у проекційному зв’язку до процесів, 

що у ній протікають. Граф такої моделі по-

дано на рис. 3, а її параметри у табл. 1. У да-

ній моделі процес напрацювання для генера-

тора G позначено як P1, а для перетворювача 

VD — P2. Для акумуляторів GB1 і GB2 про-

цеси напрацювання позначено як P3 і P4, а 

ремонтування — P5 та P6. Відмова генерато-

ра або перетворювача призводить до катаст-

рофічної відмови, тому їх ремонтування не 

задано. На рис. 3 працездатні стани системи 

позначено колом, зафарбованим у біле, а не-

працездатні — колом, зафарбованим у сіре. 

T1 T2 T3 T4

T5 T6 T7T9 T10

T8

T11

T12

S10

S4S8 S7

S6 S5 S3 S2 S1

S9

C1

C2

C3

 
Рис. 3 — Граф станів та переходів системи 

Система перебуває у 10 станах, із яких 3 

відповідають працездатності — S4, S7, S10. 

Непрацездатні стани системи згруповано у 

три множини C1–С3, кожна із яких відповідає 

причині непрацездатності системи. Причині 

С1, яка полягає у непрацездатності обох аку-

муляторів, відповідає стан S1; причині C2, 

яка полягає у непрацездатності перетворю-
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вача, — S2, S5 та S8; причині C3, яка полягає 

у непрацездатності генератора, — S3, S6 та 

S9.У системі відбувається 12 подій, із яких 7 

спричиняють катастрофічну відмову — T1, 

T2, T5–T7 та T9–T11. Параметрами станів є 

значення коефіцієнтів масштабування для 

процесів P1–P6 та логічна функція y,. Пара-

метрами подій є назва початкового стану, 

назва процесу, який завершився, і назва кін-

цевого стану. 

Таблиця 1 — Параметри моделі станів та подій системи 
Опис станів Опис подій 

Поч. 

стан 

Графічний 

опис стану 

Коеф. масштаб.  
y Підматриця ASi марковської моделі 

Назва 

події 

Заверш. 

процес 

Кін. 

стан. P1 P2 P3/P5 P4/P6 

S10 

 

1 1 1/0 1/0 1 

654321

654321

654321

654321

EEAEEE

EEEAEE

EEEEAE

EEEEEA









 

T1 P1 S9 

T2 P2 S8 

T3 P3 S7 

T4 P4 S4 

S9 

 

0 0 0/0 0/0 0 — — — — 

S8 

 

0 0 0/0 0/0 0 — — — — 

S7 

 

1 1 0/1 k2/0 1 

6543212

654321

654321

654321

EEAEEE

EAEEEE

EEEEAE

EEEEEA









k

 

T5 P1 S6 

T6 P2 S5 

T7 P4 S1 

T8 P5 S10 

S6 

 

0 0 0/0 0/0 0 — — — — 

S5 

 

0 0 0/0 0/0 0 — — — — 

S4 

 

1 1 k1/0 0/1 1 

654321

6543211

654321

654321

AEEEEE

EEEAEE

EEEEAE

EEEEEA









k
 

T9 P1 S3 

T10 P2 S2 

T11 P3 S1 

T12 P6 S10 

S3 

 

0 0 0/0 0/0 0 — — — — 

S2 

 

0 0 0/0 0/0 0 — — — — 

S1 

 

0 0 0/0 0/0 0 — — — — 

 

Марковська модель. Ґрунтуючись на 

моделі станів та подій системи, згідно із фор-

малізованими правилами [10] формуємо роз-

щеплену однорідну марковську модель. Така 

модель є множиною матриць, які задають 

інтенсивності переходів між фазами A, по-

чаткові ймовірності фаз p(0), а також зв’язок 

C функцій ймовірності фаз із характеристи-

ками надійності. Марковську модель пода-

ють рівняннями Колмогорова — Чепмена: 

 

).()(

),()(

tt

tt
dt

d

pCy

pAp




  

де t — час; p(t) — вектор, що містить функції 

ймовірності фаз; y(t) — вектор, який містить 

функції ймовірності причин непрацездатності. 

Для досліджувано системи марковська 

модель подана у виразі (1). Компоненти мар-

ковської моделі системи формуємо на основі 

допоміжних марковських моделей процесів 

її елементів. Параметри марковських моде-

лей процесів визначено згідно із критерієм 

рівності першого і центрованого другого мо-

ментів фактичного розподілу процесу і його 

допоміжної марковської моделі. Вважаємо, 

що для процесу P1{α1, β1} параметри його 

допоміжної марковської моделі становлять 



Стефанович Т. О. Опубліковано в журналі Електротехнічні та комп’ютерні системи  № 22 (98), 2016  347 – 353 

Моделювання динамічних систем 

351 

 

{A1, p1(0), C1}, для P2{α2, β2} — {A2, p2(0), 

C2}, для P3{α3, β3} — {A3, p3(0), C3}, для 

P4{α4, β4} — {A4, p4(0), C4}, для P5{µ} — 

{A5, p5(0), C5} і для P6{µ} — {A6, p6(0), C6}. 
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Компоненти марковської моделі для ста-

нів подано у табл. 1, а для подій нижче у фо-

рмулах. Зокрема, для подій T1, T5 та T9, 

спричинених завершенням процесу P1: 

 
,6543211

TTT 951

EEEEECp

AAA




  

де  — оператор тензорного множення; E1–

E6 — одиничні матриці, розмірність яких 

дорівнює розмірності матриць A1–A6. 

Для подій T2, T6 та T10, спричинених за-

вершенням процесу P2: 

 
.6543221

TTT 1062

EEEECpE

AAA




  

Для подій T3 та T11, спричинених завер-

шенням процесу P3: 

 
.

,

311

3

T1T

6543321T
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EEECpEEA

k


  

Для подій T6 та T10, спричинених завер-

шенням процесу P4: 

 
.

,

47

4

T2T

6544321T

AA

EECpEEEA

k


  

Для події T8, спричиненої завершенням 

процесу P5: 

 .6554321T7
ECpEEEEA    

Для події T12, спричиненої завершенням 

процесу P6: 

 .6654321T11
CpEEEEEA    

У матриці C одиничний вектор-рядок I 

має розмірність, яка дорівнює добутку роз-

мірностей усіх матриць інтенсивності пере-

ходів A1–A6. Цю матрицю складено так, щоб 

три її рядки відповідали ймовірнісним харак-

теристикам причин непрацездатності систе-

ми C1–C3. У матриці p(0) є один ненульовий 

компонент, який визначаємо згідно із виразу: 

 
).0()0(

)0()0()0()0()0(

65

4321S10

pp

ppppp




  

Одержана модель містить 160 рівнянь. 

Ймовірнісні характеристики системи. 
Значення параметрів для елементів системи 

взято такими: α1 = 10 000 год, β1 = 1.3; α2 = 

9 000 год, β2 = 1.1; α3 = α4 = 2000 год, β4 = 1.2 

та інтенсивність відновлення µ = 0.02 1/год. 

Оскільки акумулятори однакові і працюють 

у рівноцінних умовах, вважаємо k = k1 = k2. 

На основі розщепленої однорідної марковсь-

кої моделі обчислено ймовірнісні характе-

ристики причин непрацездатності системи. 

На рис. 4 подано сімейство кривих ймовір-

нісних характеристик для різних значень ко-

ефіцієнтів навантаження k1 та k2. Вони вка-

зують, наскільки зростає інтенсивність зно-

шування акумуляторів у перевантаженому 

режимі порівняно із номінальним. Ці коефі-

цієнти набувають значень у межах від 1 до 

. Значення 1 означає, що після відмови од-

ного із акумуляторів навантаження іншого 

зберігається номінальним, а  — зростає до 

такої величини, що це миттєво спричиняє 

його відмову. У роботі розглянуто типовий 

для практики діапазон значень коефіцієнта 

навантаження від 1 до 8. Суцільні криві 1–5 

відповідають ймовірності непрацездатності 

системи внаслідок причин С1, за якої відмо-

вили обидва акумулятори GB1 і GB2, штри-

хові криві 6 і 7 — ймовірності непрацездат-

ності системи внаслідок причини С2, за якої 

відмовив перетворювач VD, а штрих-пунк-

тирні криві 8 і 9 — ймовірності непрацездат-
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ності системи внаслідок причини C3, за якої 

відмовив генератор G. 
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Рис. 4. Криві ймовірнісних характеристик 

причин непрацездатності системи 

Криві 1, 6 та 8 відповідають значенню 

k = 1; крива 2 — k = 2; крива 3 — k = 4; крива 

4 — k = 6; а криві 5, 7 та 9 — k = 8. Як видно 

із рис. 4 із збільшенням коефіцієнтів наван-

таження k1 і k2 у заданих межах ймовірнісні 

характеристики непрацездатності системи 

внаслідок причин С2 і C3 незначно спадають 

у діапазонах, обмежених кривими 6 і 7 та 

кривими 8 і 9. Ймовірнісні характеристики 

непрацездатності системи внаслідок причини 

С1 зростають у діапазоні, обмеженому кри-

вими 1 і 5. Залежно від значення коефіцієн-

тів навантаження відносний внесок причин 

змінюється, зокрема, причина C1 для k = 1 

третя за внеском, а для k = 8 — стає першою. 

Висновки. Розроблено математичну мо-

дель надійності електротехнічної системи із 

навантажувальним резервуванням за схемою 

2-із-3. Одержана модель призначена для кі-

лькісного аналізу причин непрацездатності 

такої системи. Надійність системи матема-

тично описано динамічним деревом відмов, в 

якому задано логічні умови перерозподілу 

навантаження акумуляторів залежно від їх 

стану. Ймовірнісні характеристики системи 

визначено за марковською моделлю, в якій 

на основі тензорних виразів розщеплення 

простору станів, враховано вплив перерозпо-

ділу навантаження між елементами системи, 

тривалість напрацювання до відмови яких 

розподілено за законом Вейбулла. За допо-

могою моделі проаналізовано, як впливає 

зміна коефіцієнта навантаження акумулято-

рів на причини непрацездатності системи. 

Кількісно показано, що зі збільшенням кое-

фіцієнта навантаження непрацездатність си-

стеми внаслідок відмови обох акумуляторів 

із другорядної причини стає основною. 

Подальші дослідження скеровані на роз-

роблення моделей надійності електротех-

нічної системи із навантажувальним резерву-

ванням за схемою 2-із-3, в який враховано 

зовнішній рушій та споживачі енергії. 
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