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МАТРИЧНО-ТОПОЛОГІЧНИЙ ОПИС ЕЛЕКТРОМАГНІТНИХ КІЛ 
Анотація. Розроблено математичну модель електромагнітних кіл з найбільшою ступінню деталізації як 

електричного, так і магнітного кола. Магнітне коло представлено так само докладно, як і електричне, і опи-
сується контурної матрицею. Отримано математичний опис електромагнітних пристроїв, у яких індуктивні 
параметри визначаються геометричними розмірами і характеристиками магнітопроводів. Топологія елек-
тричного кола представлена матричними блоками, що дало змогу отримати математичний опис, який 
враховує одночасно розподіл струмів та зарядів в елементах схеми.
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MATRIX AND TOPOLOGIC DESCRIPTION OF ELECTROMAGNETIC CIRCUITS 
Abstract. In the article the mathematical model of electromagnetic circuits with the greatest level of detail of both 

the electrical and magnetic circuit were worked out. The magnetic circuit is represented as much detailed as electrical, 
and is described by contour matrix. A mathematical description of electromagnetic devices, in which inductive settings 
are determined by the geometric dimensions and characteristics of magnetic circuits, was worked out. The topology of 
the electric circuit is presented by blocks of a matrix, what allowed obtaining a mathematical description, which takes 
into account both the distribution of currents and charges in the elements of the scheme. 
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МАТРИЧНО-ТОПОЛОГИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ЦЕПЕЙ 
Аннотация. Разработана математическая модель электромагнитных цепей с наибольшей степенью де-

тализации как электрической, так и магнитной цепи. Магнитная цепь представляется так же подробно, как 
и электрическая, и описывается контурной матрицей. Получено математическое описание электромагнит-
ных устройств, в которых индуктивные параметры определяются геометрическими размерами и характери-
стиками магнитопроводов. Топология электрической цепи представлена матричными блоками, что позволило 
получить математическое описание, учитывающее одновременно распределение токов и зарядов в элементах 
схемы.

Ключевые слова: электрическая цепь, магнитная цепь, статические электромагнитные устройства, то-
пологически-изоморфное моделирование, матрично-топологическое описание, топологические матрицы, мат-
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Вступ. Сучасні системи автоматизо-
ваного проектування вимагають розробки 
спеціального математичного забезпечення,
яке найбільшою мірою забезпечить моделю-
вання розроблюваних пристроїв. Основними 
вимогами до розробки моделей можуть бути 
максимальна ступінь деталізації, допустима 
якість моделювання, простота отримання па-
раметрів моделі.

Особливу роль автоматизація проекту-
вання відіграє в електроенергетиці [5; 8]. В
автономних електроенергетичних системах 
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усі пристрої можна поділити на три групи:
джерела живлення, перетворювачі (або вто-
ринні джерела живлення) і споживачі елект-
роенергії.

Серед них пристрої, що належать до 
другої групи, за масою і габаритами іноді 
сумірні з джерелами живлення і часто пере-
вищують за цими параметрами споживачів 
електроенергії. До того ж перетворювачі 
електроенергії також є свого роду спожива-
чами енергії, котра використовується для 
управління комутаційними елементами і ви-
діляється у вигляді тепла. Кількість спожитої 
енергії перетворювачем негативно впливає 
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на економічність автономної системи і тому 
часто є предметом дослідження.

Комп’ютерне моделювання електротех-
нічних та електронних пристроїв і на сього-
дні відіграє особливу роль у проектуванні 
економічних та у технічному плані ефектив-
них пристроїв різного призначення. Воно дає 
змогу не лише прискорити розрахункові ро-
боти і поліпшити якість проектування, але і
створює сприятливі умови для розвитку тео-
рії моделювання енергомістких частин пере-
творювачів електроенергії.

Формулювання проблеми моделюван-
ня електромагнітних кіл. При моделюванні 
пристроїв дуже важливо вибрати метод, що
дозволяє точно оцінити накопичування та 
втрати енергії в елементах схеми. Це може 
вплинути на кінцевий результат досліджен-
ня, наприклад коефіцієнт корисної дії (ККД), 
коефіцієнт потужності тощо.

При дослідженні пристроїв з викорис-
танням ЕОМ істотну роль відіграють прин-
ципи подання структури і методи опису 
електромагнітних кіл (ЕМК). Принципи то-
пологічно-ізоморфного моделювання (ТІМ)
добре вивчені і успішно використовуються в
автоматизації проектування ЕМК [9]. Проте 
сучасні електронні пристрої з електромагні-
тними компонентами у своєму складі зазви-
чай мають велику кількість ємнісних елеме-
нтів, що потребує подальшого розвитку ме-
тодів ТІМ і способів описання ЕМК. Одним 
із шляхів вирішення цієї проблеми є поділ 
ЕМК на підсхеми.

Вибираючи відповідний опис для дослі-
дження фізичних процесів, слід враховувати 
мету, напрямок розробок, ступінь деталізації 
вузлів пристроїв, що моделюються. Однією з
найважливіших проблем автоматизації нау-
кових досліджень ЕМП є дослідження енер-
гетичних процесів і характеристик (ККД, ко-
ефіцієнт потужності тощо). При цьому слід 
враховувати втрати енергії на кожному еле-
менті схеми. Ряд пристроїв (електромагнітні 
перетворювачі, накопичувачі енергії елект-
ричного та магнітного поля, блоки живлення 
електронної апаратури тощо) включають в
себе потужні магнітні системи, де мають мі-
сце в достатній мірі, щоб їх враховувати,
втрати на магнітний гістерезис і вихрові 
струми. Щоб врахувати втрати в сталі, необ-

хідно магнітне коло представляти так само 
докладно, як і електричне.

У даний час розроблено методи предста-
влення ЕМК, де використовується поділ 
схеми на електричні та магнітні кола. Для 
представлення графа магнітного кола вико-
ристовують матрицю iнциденцiй або частіше 
контурну матрицю магнітних зв'язків. Зв'я-
зок між магнітним і електричним графом за-
безпечується матрицею виткових зачеплень 
W , розмірність якої залежить від числа вит-
ків, що розташовані на магнітних стрижнях, і
способу з'єднань [12; 14]. Існує два способи 
формування W . В одному випадку реалізу-
ється зв'язок електричної гілки з контуром 
магнітного потоку, в іншому – зв'язок конту-
рного потоку з електричною гілкою. Вибір 
матриці визначається конкретною реалізаці-
єю математичних моделей ЕМК.

Структура електричних кіл описується 
матрицями iнциденцiй, контурних струмів,
перетинів тощо, що дає змогу широко вико-
ристовувати теорію матриць при складанні 
описів ЕМК. У свою чергу теорія матриць 
дозволяє вирішувати проблеми моделювання 
електричних та магнітних кіл частинами 
[10; 15 – 21]. Якщо у схемах є всі відомі типи 
елементів (резистори, конденсатори, індук-
тивності тощо), то матриці, що зберігають 
структуру електричного кола, погано узго-
джуються з математичним описом. У таких 
випадках електричне коло розбивають на пі-
дсхеми, в яких локалізуються елементи од-
ного типу. Наприклад, можна виділити лі-
нійну резистивну частину схеми, а нелінійні 
елементи і компоненти, що накопичують 
енергію, замінити джерелами струму і елект-
рорушійних сил. Таким чином, проектуваль-
ник ЕМП повинен займатися перетворенням 
вихідної і складанням нової (еквівалентної)
схеми.

З урахуванням вищесказаного поставле-
не завдання до даної роботи: розробити ма-
тематичну модель ЕМП, адаптовану до ви-
користання пакетів прикладних програм, які 
за своєю організацією використовують мат-
ричне подання даних (наприклад MATLAB); 
забезпечити автоматичний розподіл елемен-
тів схеми за видами накопичуваної енергії 
магнітного і електричного поля та витрачу-
ваної енергії, що випромінюється у
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Рис. 1. Фрагмент електричного кола статичного електромагнітного пристрою 

виді тепла; виключити необхідність еквіва-
лентного перетворення схеми.

Розробка математичної моделі. Огляд 
схем силової частини електромагнітних при-
строїв, пропонованих в теоретичній і довід-
ковій літературі [1; 2; 4; 6; 7; 13 тощо], дає 
можливість використати наступний фраг-
мент електричного кола, на основі якої буде 
розроблятись математична модель (рис. 1).  

Обмеження на кількість гілок і склад-
ність магнітних конструкцій не накладаєть-
ся. Винятком є схеми з багаторазовим мно-
женням напруги (наприклад, схеми Латура 
[3; 11]), уніфіковані схеми високовольтних 
трансформаторно-випрямних модулів [7] та 

деякі інші, складність котрих полягає у тому,
що в них ємнісні зв'язки не вдається пред-
ставити за типом «зірка» (рис. 2). У цих ви-
падках необхідно, розвязуючи завдання,
розподілити заряди між конденсаторами або 
перетворити схему введенням активного 
опору в деякі ємнісні гілки.

Моделювання електричних кіл значно 
спрощується, якщо може бути вирішена про-
блема щодо електричних напруг на конден-
саторах. Це випливає з того, що кількість 
ємнісних елементів, як правило, не перевищує 40 
– 50 % від кількості компонентів у схемі. Тому 
чисельне моделювання спрощується в сенсі ско-
рочення числа невідомих змінних.
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Рис. 2. Ємнісні підсхеми 

Нехай електричні кола, для яких ро-
зробляється математична модель, пред-
ставлено з двополюсними елементами.
Тоді, залежно від характеру компонентів,
гілки графа електричних схем розділяємо 
на такі типи: 1) гілки пасивних двополюс-
ників (ємностей); 2) гілки залежних і неза-
лежних джерел напруги з лінійними і
нелінійними активними опорами.

Розглядаючи гілки за типами, граф 
електричної схеми можна умовно розділи-
ти на підграфи "ємнісний" та "резистив-
ний". Надалі поняття "підграф" замінимо 
на "граф", коли будемо розглядати їх як 
відокремлені структури. Якщо пронумеру-
вати спочатку гілки й вузли заходів дуг де-
рева ємнісного графа, а потім гілки й вузли 
резистивного графа, тоді матриця ін-
циденцій, яка відображає структуру елек-
тричного кола, автоматично розбивається 
на блоки:

ε ερ

ο ρ

Π Π 
Π =  Π Π 

.

Матриці οΠ і εΠ містять відповідно 
вузли входів і виходів дуг дерева ємнісного 
графа. Вузли резистивного підграфа, що 
потрапили в εΠ , складають матрицю ερΠ ,

а інша частина вершин – матрицю ρΠ .
Таким чином, "ємнісний" граф опи-

сується топологічною підматрицею εΠ .
Базові вузли його винесені в окремий блок 

οΠ . Цей блок забезпечує зв'язок між базо-
вими вузлами "ємнісного" графа і "рези-
стивним" графом, котрий представлений 
підматрицею ρΠ . Інші вузли ємнісного 
графа можуть бути і найчастіше пов'язані з
"резистивним" графом, і цей зв'язок описа-
но підматрицею ερΠ .

Магнітне коло представляється так са-
мо докладно, як і електричне, і описується 
контурною матрицею mΓ . Щоб описувати 
потоки розсіювання, при формуванні графа 
кожне магнітне зв'язане коло доповнюється 
"повітряною" гілкою [14]. 

Параметри магнітної гілки можна роз-
рахувати таким чином (рис. 3). На стри-
жень з магнітного матеріалу довжиною ℓ і
перетином s , який в загальному випадку 
має зазор δ, намотано одну або кілька об-
моток з кількістю витків w . Магнітний 
опір гілки обчислюється за формулою 

�� � ℓ�δ
�µ �

δ
�µ0

,

де µ – магнітна проникність стрижня, µ0 –
магнітна проникність зазору.

Перетин зазору і стрижня передбача-
ються однаковими за умови, що δ<<ℓ. Ін-
дуктивність гілки може бути представлена 
виразом 

2

m

L
r

= w
.
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Рис. 3. Конструктивні параметри 
магнітної гілки 

Зв'язок магнітного графа з електричним 
забезпечується матрицею виткових зачеп-
лень W . Її розмірність за рядками відпові-
дає контурній матриці mΓ , а за стовпцями – 
матриці провідності Y . Елементи матриці 
заповнюються наступному чином.

Якщо початок і кінець електричної об-
мотки збігається з обраним напрямом магні-
тного потоку, то у відповідну клітину впису-
ється число витків зі знаком «плюс», якщо 
напрями не збігаються, то число витків – зі 
знаком «мінус». 

Розглянемо електричну схему статично-
го електромагнітного пристрою на рис.1.
Нумерація гілок і вузлів виконана згідно з
вище наведеними правилами для формуван-
ня матриці Π . Із загальної схеми може бути 
виділена конденсаторна підсхема (рис. 2, а). 

Надалі обмежимося розглядом ємнісних 
підграфів типу «зірка». Для графів типу 
«трикутник» потрібен спеціальний алгоритм 
перерозподілу зарядів. Після розділення 
вузлів на резистивні та конденсаторні пере-
ходимо до проблеми розподілу струмів між 
гілками обох підграфів.

Миттєві значення напруг гілок елек-
тричного графа визначаються потенціалами 
вузлів і напругами на конденсаторах. Нехай з
вузлом ���� (рис. 1) не інцидентний кон-
денсатор та потрібно знайти падіння напруги 
на гілці 5 5 5k k kr e+ + +- - w . Шукана напруга 

визначається різницею потенціалів ����
та ���	 . Алгоритмічна складність поля-

гає у визначенні потенціалу вузла ���� ,
якщо з ним інцидентний конденсатор.
Визначимо його як

���� � ���
���
 ,

де ��
 � 
��
 – напруга на кон-

денсаторі (рис. 2, а). 

Тоді ���� � ���
� ��
 .

Використовуючи блочну структуру мат-
риці Π , визначимо розподілення струмів у
схемі:

, (1) 

де – відповідно струми, електрору-
шійні сили та магнітні потоки, а складова 

враховує падіння напруги на магніт-
них котушках.

Виразом (1) реалізований метод вузло-
вих потенціалів із застосуванням окремих 
блоків матриці 

.
Зв’язок між магнітним потоком і стру-

мом електричного кола визначається таким 
чином:

, (2) 
де R m – діагональна матриця магнітних 
опорів.

Похідна напруги на конденсаторах 
визначається їх струмом заряду:

. (3) 
Проведемо розтин, що охоплює обидва 

вузла, до якого підключен ємність. Тоді сума 
струмів, що протікають у розрізаних гілках,
згідно з першим законом Кіргофа дорівнює 
нулю. Використовуючи топологічну матри-
цю Π цей закон запишемо так:

. (4) 
Вище наведені співвідношення пов'язу-

ють всі основні змінні, які визначають стан 
електричного і магнітного кіл. Таким чином,
матричні рівняння (1) – (4) є повною систе-
мою диференціальних рівнянь електро-
магнітного кола.
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Математичний опис (1) – (4) передбачає 
використання резисторів, ємностей, індук-
тивних елементів і джерел ЕРС. Проте в пе-
ретворювальних пристроях є елементи з
нелінійними характеристиками – керовані і
некеровані напівпровідникові діоди, транзи-
стори, сердечники з магнітного матеріалу 
тощо. Моделювання перетворювальних при-
строїв з цими елементами, не виходячи за 
рамки опису (1) – (4), потребує використання 
спеціальних математичних моделей вище 
вказаних елементів, якими має бути допов-
нена дана модель при цифровій реалізації на 
ЕОМ.

Висновки 
1. Топологія електричного кола пред-

ставлена матричними блоками , , ,

, що дало змогу отримати математичний 
опис, який враховує одночасно розподіл 
струмів і зарядів в елементах схеми.

2. Отримано математичний опис елек-
тромагнітних пристроїв (1) – (4), індуктивні 
параметри якого визначаються геометрич-
ними розмірами і характеристиками маг-
нітопроводів.

3. Матрична форма подання електромаг-
нітної системи ідеально підходить до реалі-
зації моделі на електронно-обчислювальних 
машинах з використанням пакетів приклад-
них програм, наприклад, MATLAB, у якому 
всі об'єкти обчислення представлені матри-
цями.

4. Виходячи з даної структури математи-
чного описання структури ЕМК, запропоно-
вану модель доцільно використовувати для 
дослідження пристроїв, що мають у своєму 
складі магнітопроводи достатньо потужні,
щоб їх ураховувати. Дана модель використо-
вувалась для дослідження вторинних джерел 
живлення та потужних генераторів струмів.

5. У даній роботі приділено особливу 
увагу простоті подання вихідної інформації,
що виключає еквівалентні перетворення еле-
ктричного кола.
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